
  

1

  

باشد كه در آن هر دو راس دلخواه با هم مجاور بوده و به علاوه زير اي از رئوس مي دسته ماكزيمال در يك گراف، مجموعه- چكيده
آتاماتاي . هاي تقريبي متعددي براي آن ارائه شده است بوده و الگوريتم NP-hardاين مساله . باشدمجموعه هيچ دسته بزرگتري نمي

در اين مقاله با استفاده از آتاماتاي .  به كار برده شده استNP-hardار جستجوي عمومي بوده و براي حل تعدادي از مسائل يادگير يك ابز
هاي يادگير توزيع شده الگوريتمي براي حل مساله دسته ماكزيمال ارائه شده و سپس كارايي اين الگوريتم روي تعدادي از نمونه مساله

نتايج اين مقايسات حاكي از كاراتر بودن اين روش نسبت . ديده و با بعضي روشهاي موجود مقايسه شده استدسته ماكزيمال آزمايش گر
  .باشدبه روشهاي موجود مي

   دسته ماكزيمال، آتاماتاي يادگير، آتاماتاي يادگير توزيع شده-كليد واژه
  

 معرفي -1

>=<گراف همبند و غير جهتدار  EVG كه درآن ,
{ }nvvvG ,...,,  مجموعه رئوس گراف =21

}و }meeeE ,...,, باشد را در  مجموعه يالهاي گراف  مي=21
VWزير مجموعه . نظر بگيريد  ناميده G ، يك دسته از⊇

Vwvشود هرگاه به ازاي هر دو عضو دلخواه مي  ، يال ,∋
{ }wve -يك دسته ماكزيمال دسته.  باشدE متعلق به =,

  .باشداي از گراف با بيشترين كارديناليتي مي

 و در [1] بوده NP-hardسازي اين مساله يك مساله بهينه
NPP نشان داده شده كه اگر [10]  باشد آنگاه هيچ ≠

 قادر به ε<0اي به ازاي هر مان چند جملهالگوريتم با ز
  . نيستε−1nتقريب دسته ماكزيمال با ضريبي از

 روشهايي مانند الگوريتمهاي MCبراي حل دقيق مساله 
 ولي كارايي اين روشها [12, 11]اند  ارائه شدهشاخه و قيد

از .  باشد اسپارس ميمحدود به گرافهاي كوچك ويا گرافهاي

اينرو الگوريتمهاي تقريبي زيادي براي حل اين مساله ارائه 
، [13]توان به جستجوي پراكنده از جمله مي. شده است

و  ARH1 [4]، [15] ،شبكه هاي عصبي[14]هاكولوني مورچه
COH 2[16] اشاره كرد  .  

توان به مواردي  از كاربردهاي مربوط به دسته ماكزيمم مي
 ، كدگذاري، 3بندي، تحمل نقصر انتخاب پروژه، دستهنظي

 ز، آنالي4بنديهاي مبايل،آناليز خوشهبينايي ماشين، شبكه
بيولوژيكي، اقتصاد، بازيابي اطلاعات، انتقال سيگنال و بيو 

براي يافتن اطلاعات بيشتر درباره . شيمي اشاره كرد
  .د مراجعه كني [3,17]كاربردهاي مساله دسته ماكزيمم به

حل مساله دسته ماكزيمال ارتباط تنگاتنگي با حل دو مساله 
NP-hardو مجموعه 5 به نامهاي پوشش راسي مينيمال 

 دارد و هر الگوريتمي كه براي حل يكي از 6مستقل ماكزيمال
تواند براي حل دو مساله اين مسائل به كار برده شود مي

ن سه اين مطلب از معادل بود. ديگر نيز به كار برده شود
  :شودگزاره زير نتيجه مي

 با استفاده از آتاماتاي يادگير (Maximal Clique)حل تقريبي مساله دسته ماكزيمال 
 توزيع شده

 مهدي قربعلي پور درو، محمدرضا ميبدي، سعيد شيري قيداري

 دانشگاه صنعتي اميركبير، تهران، ايران، دانشكده مهندسي كامپيوتر و فناوري اطلاعات

{ghorbalipoor, mmeybodi, shiry}@aut.ac.ir  



 

2

  . استG يك دسته ماكزيمال از A -لف

) Gمكمل(G يك مجموعه مستقل ماكزيمال ازA -ب
  .است

AV -پ   . استGسي مينيمال از ار يك پوشش −

هاي بالا اين است كه هر الگوريتمي كه نتيجه منطقي گزاره
تواند با براي حل هر كدام از اين سه مساله ارائه شود مي

الگوريتمهاي ارائه شده براي  دو مساله ديگر نيز مقايسه 
  .شود

 يادگير اتوماتاي بر مبتني جديد الگوريتم يك مقاله اين در

-مساله مساله دسته ماكزيمال ارائه مي حل شده براي توزيع
معيار جديدي براي تعيين پاداش و جريمه به . دهيم

كنيم و نتايج به دست آمده از به آتاماتاي يادگير معرفي مي
كارگيري  اين الگوريتم را در مقايسه با  الگوريتمهاي 

 و  ARH   [4] ، CMPF 7 [5] ،PCAOP 8[6]گزارش شده
  .دهيم ارائه مي[2]الگوريتم گزارش شده در 

در بخش . ادامه مقاله به صورت زير سازمان داده شده است
 آتاماتاهاي يادگير معرفي مي شود و الگوريتم يادگيري 2

خطي و دنباله رو خطي را براي اين نوع از آتاماتاها ارائه مي 
 دهيم و سپس الگوريتم يادگيري پيشنهادي خود را براي

 آتاماتاي 3در بخش . آتاماتاهاي يادگير معرفي مي كنيم
 الگوريتم 4يادگير توزيع شده را شرح مي دهيم و در بخش 

پيشنهادي را براي حل مساله دسته ماكزيمال بيان مي 
 نتايج آزمايشي آورده خواهد شد و بخش 5در بخش .  كنيم

  .آخر نتيجه گيري مي باشد

 آتاماتاهاي يادگير - 2

دگير يك مدل انتزاعي است كه تعداد محدودي آتاماتاي يا
هر عمل انتخاب شده توسط . تواند انجام دهدعمل را مي

محيطي احتمالي ارزيابي شده و پاسخي به آتاماتاي يادگير 
آتاماتاي يادگير از اين پاسخ استفاده نموده و . شودداده مي

 .كندعمل خود را براي مرحله بعد انتخاب مي

 

}ن توسط سه تايي توامحيط را مي }cE ,,βα= نشان داد 
}كه در آن  }rαααα ,...,,  مجموعه وروديها، =21
{ }mββββ ,...,, مجموعه خروجيها و =21
{ }rcccc ,...,, . باشد مجموعه احتمالهاي جريمه مي=21

 Pنوع  اي دو عضوي باشد، محيط از  مجموعهβهرگاه 
11در چنين محيطي . باشدمي =β به عنوان جريمه و 
02 =βشود به عنوان پاداش در نظر گرفته مي .ic احتمال 

  .باشد نتيجه نامطلوب داشته باشد ميiαآنكه عمل 

 آتاماتاي يادگير با :اي يادگير با ساختار متغيرآتامات
} تايي 4ساختار متغير توسط  }Tp,,,βαنشان داده مي -

}شود كه در آن  }rαααα ,...,,  مجموعه عملهاي =21
}آتاماتا،  }mββββ ,...,,  مجموعه وروديهاي آتاماتا، =21

{ }rpppp ,...,, تخاب هر يك از عملها  بردار احتمال ان=21
)1(]),(),()[(و  npnnTnp βα=+الگوريتم يادگيري مي -

ام -n در مرحله iαدر اين نوع آتاماتا اگر عمل . باشد
انتخاب شود و پاسخ مطلوب از محيط دريافت كند احتمال 

)(npiبراي . يابندمالها كاهش مي افزايش يافته و ساير احت
 كاهش يافته و ساير npi)(پاسخ نامطلوب ، احتمال 

 .يابنداحتمالها افزايش مي

  الگوريتم يادگيري پيشنهادي -1- 2
الگوريتم يادگيري كه براي آتاماتاي يادگير استفاده مي 

مي  9دو الگوريتم يادگيري خطي و دنباله روكنيم تركيبي از 
داراي ضعف و قوتهاي خاص خود ين دو الگوريتم ا. باشد

در الگوريتم يادگيري خطي به ميزان نسبت پاداش . هستند
شود ولي اين مزيت را دارد كه به انتخاب عملها توجه نمي

احتمال انتخاب يك عمل هرچند ممكن است خيلي كوچك 
از طرفي در الگوريتم . باشد ولي هرگز صفر نخواهد شد

رو هر چند كه به ميزان نسبت پاداش به يادگيري دنباله 
شود ولي اين ضعف را دارد كه به انتخاب عملها توجه مي

-طور ناخواسته احتمال انتخاب بعضي از عملها را صفر مي
كنيم نقاط ضعف الگوريتم يادگيري كه آنرا معرفي مي. كند

دهد و از نقاط دو نوع الگوريتم يادگيري قبلي را پوشش مي
  .كند مياستفادهوش  هر دو رقوت
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الگوريتم يادگيري پيشنهادي مانند الگوريتم يادگيري دنباله 
كند با اين تفاوت كه نحوه پاداش عملهاي رو عمل مي

  .آتاماتاي به صورت زير تغيير خواهد كرد

)(0 اگر -الف =tβآنگاه  

)1( 
at patp

mi    t patp

mm

ii
+−=+

≠∀−=+
)()1()1(

)()1()1(  

   در غير اين صورت-ب

)2(  i(t)  p)tp ii ∀=+1(  
شود كه نرخ  پارمتر پاداش ناميده ميaدر عبارات بالا 

  .كندپاداش را براي عملهاي آتاماتا تعيين مي

  آتاماتاي يادگير توزيع شده -3
اي است از آتاماتاي يادگير آتاماتاي يادگير توزيع شده شبكه

در . كنندميكه براي حل مساله خاصي با يكديگر همكاري 
اين شبكه ازآتاماتاي همكار در هر زمان يك آتاماتا فعال 

 DLAاست و تعداد اعمال قابل انجام  توسط يك آتاماتا در 
. باشدبرابر با تعداد آتاماتاهاي يادگير متصل به اين آتاماتا مي

انتخاب يك عمل توسط آتاماتا  در اين شبكه، باعث فعال 
اين آتاماتا و متناظر با اين شدن آتاماتاي متصل شده به 

به عبارت معادل، انتخاب يك عمل توسط . گرددعمل مي
يك آتاماتا در اين شبكه متناظر با فعال شدن يك آتاماتاي 

 .[8]ديگر در اين شبكه است

كه در ,E) G(V را مي توان به صورت گرافDLAساختار 
LA,...,LA,{LAV{آن n21=  وVVE است، در  ⊇×

LA,(LA(وجود يال . نظر گرفت ji در اين گراف بدان 
iمعناست كه انتخاب عمل

jαتوسط iLA  باعث فعال شدن
jLAگردد مي.  

  الگوريتم پيشنهادي -4
راي حل مسال در اين بخش الگوريتم پيشنهادي خود را ب

ابتدا دو تعريف كوتاه زير را . دهيمدسته ماكزيمال ارائه مي
  .كنددهيم كه به درك راحت الگوريتم كمك ميارائه مي

 برابر است G از گراف ∋Vv مجموعه راسهاي مجاور راس
}با  }EwvVwvN ∈∈= ),(|)(.  

 برابر G از گراف ∋Vvجاور راسمجموعه راسهاي غير م
}است با  }EwvvwVwvN ∉≠∈= ),(,|)(.  

 كه Vبه وضوح كليه راسهايي از.  را در نظر بگيريدGگراف
مال نيز باشند عضو دسته ماكزي ميn−1داراي درجه 

′>=′′<فرض كنيد كه . هستند EVG  G زير گرافي از,
 به G از گراف n−1باشد كه با حذف كليه راسهاي درجه 

 هيچ راسي از درجه ′Gدر اين صورت . دست آمده باشد
1−′V نخواهد داشت زيرا در غير اين صورت اين راس در 

بوده است و قبلا  ميn−1 بايد راسي از درجه Gگراف 
Vگرديده است و اين تناقض با تعلق آن به حذف مي   . دارد′

 ′Gته ماكزيمال را در  در صورتي كه الگوريتم ما بتواند دس
 Gتواند دسته ماكزيمال را در بيابد آنگاه اين الگوريتم مي

كنيم كه از اينرو بدون كاستن كليات فرض مي. نيز بيابد
>=<گراف همبند و غير جهتدار EVG  داراي راس از ,

 نباشد و الگوريتم پيشنهادي را روي اين گراف n−1درجه 
  .اجرا خواهيم كرد

اولين مرحله الگوريتم ساخت اتوماتاي يادگير توزيع شده 
به اين صورت كه به هر  .باشد متناظر با گراف مساله مي

 را متناظر vLA آتاماتاي يادگير G از گراف ∋Vvراس
وعه م را فعال سازي مجvLAكنيم و مجموعه عملهاي مي

}آتاماتاهاي  })( | vNwLAw   .گيريم در نظر مي∋

 متناظر با گراف مساله، در گام نخست DLA پس از ساختن 
و ) vمثلا (يكي از راسهاي گراف به صورت تصادفي انتخاب 

شود و سپس آتاماتاهاي يادگير  اضافه ميMCبه مجموعه 
شوند و اقدامهاي  غير فعال ميvN)(متناظر با مجموعه 

متناظر با انتخاب اين آتاماتاها از ليست اقدامهاي آتاماتاهاي 
 به vLAآتاماتاي . گردديادگير فعال باقي مانده غير فعال مي

نوبه خود يكي از اقدامهايش را بر طبق بردار احتمال اقدامها 
 MCانتخاب كرده و راس متناظر با اقدام انتخاب شده را به 

اضافه كرده و سپس آتاماتاهاي يادگير متناظر با مجموعه 
گردند و در ليست راسهاي غير مجاور اين گره ، غير فعال مي
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-اقدامهاي آتاماتاهاي يادگير فعال باقي مانده غير فعال مي
اين فرايند انتخاب تا غير فعال شدن همه آتاماتاهاي . شوند

  .يابديادگير ادامه مي

هنگامي كه كليه آتاماتاها غير فعال شدند كارديناليتي 
 حساب شده و با كارديناليتي مجموعه MCمجموعه 

OPT(MC) در . گرددابتدا تهي است مقايسه مي كه در
 OPT(MC) فعلي از كارديناليتيMCكه كارديناليتي صورتي

  . شود گرفته ميMC  برابر با OPT(MC)بيشتر باشد 

  فعلي از كارديناليتي MCدر صورتيكه كارديناليتي 
OPT(MC) بزرگتر يا مساوي باشد با فرض اينكه 

},...,,{ 21 kwwwMC 11 و به ازاي = −= ,...,ki 
آتاماتاي

iwLA آتاماتاي 
1+iwLA را فعال كرده باشد به عمل 

i
i

w
w 1+

α) عمل مربوط به
iwLA متناظر با فعالسازي ،

آتاماتاي
1+iwLA ( 11به ازاي −= ,...,kiپاداش داده مي -

شود و  برابر تهي گرفته ميMCسپس مجموعه هاي . شود
كليه آتاماتاهاي يادگير شبكه و مجموعه اقدامهاي آنها فعال 

اين تكرار . گيردشوند و سپس يك تكرار جديد صورت ميمي
  .  يابدتا برقراري يك شرط خاتمه ادامه مي

 يكي .رسددر اينجا توضيح دو مطلب ضروري به نظر مي
توسط آتاماتاهاي يادگير ) عمل(طريقه انتخاب يك اقدام

موجود در شبكه و ديگري شرط خاتمه الگوريتم است كه در 
  .شودزير توضيح داده مي

طريقه انتخاب يك اقدام توسط  -4-1
  آتاماتاهاي يادگير موجود درشبكه

 داراي مجموعه vLAفرض كنيد كه آتاماتاي يادگير 
}مهاي اقدا }rαααα ,...,,   باشد و  =21

{ }rpppp ,...,,  بردار احتمال  متناظر با اين اقدامها =21
خواهد  اقدامي از اي كه آتاماتا ميفرض كنيد در لحظه. باشد

مجموعه اقدامهاي خود انتخاب كند فقط مجموعه اقدامهاي 
{ } αηηηη ⊆= k,...,,  فعال باشند و 21
{ } pqqq k ⊆,...,,  بردار احتمال متناظر با اين اقدامها 21

شايد ساده ترين روش براي انتخاب يك اقدام اين .  باشد

باشد كه قرار دهيم 
∑
=

=

kj
j

i
i

q
q

q

..1

 و با توجه به بردار 

}احتمال }kqqqq ,...,, .  يكي از عملها را انتخاب كنيم=21
راه . شود ميمتاسفانه اين كار موجب توليد نتايج ضعيفي
ايم  استفاده حلي كه براي مقابله با اين مشكل پيشنهاد كرده

از يك بردار احتمال تغيير يافته به جاي بردار احتمال واقعي 
}به اين صورت كه با فرض اينكه . باشدمي }kvvv ,...,, 21 

ار  باشد از بردηراسهاي متناظر با مجموعه اقدامهاي 
}احتمال تغيير يافته  }kmqmqmqmq ,...,,  استفاده =21

  . شود به صورت زير تعريف ميimqكنيم كه در آن 

)3( ( )( )
( )( )∑

=

−−

−−
=

kj
jGj

iGi
i

vnq

vnq
mq

,...,1
)(deg1

)(deg1
β

β
  

- يك نرمال كننده بوده و موجب ميβ≤1 در اين رابطه 
 بيشتر و iqشود كه احتمال انتخاب اقدامهايي كه داراي 

deg)(درجه  iG v بيشتر باشند بالاتر رود و احتمال انتخاب 
deg)( كمتر و درجه iqاقدامهايي كه داراي  iG v كمتر 
  .باشند پايين تر بيايد

در گرافهاي مختلف متفاوت  βمقدار مورد نظر براي پارامتر
 ، βاست نتايج آزمايشي ما نشان داد كه بهترين بازه براي 

 .باشد مي7 تا 5

  شرط خاتمه الگوريتم  -4-2
)(},,...,{فرض كنيد كه  21 kwwwMCOPT  جديدترين =

MC 11 به دست آمده باشد و به ازاي −= ,...,ki 
آتاماتاي

iwLA آتاماتاي 
1+iwLA را فعال كرده باشد  و 

i اقداماحتمال انتخاب 
i

w
w 1+

α توسط آتاماتاي  
iwLA به ازاي 

11 −= ,...,ki برابر با )(
1

i
i

w
wP

+
αكنيم تعريف مي.  باشد  

)(max)(
}{)(

i
jij

w
wwMISOPTw

i PwP α
−∈

  و =

∏
=

=
ki

iwPMISP
,...,1

)()( .   

گيريم معياري كه براي شرط خاتمه الگوريتم  در نظر مي
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اين است كه يا تعداد تكرارها از يك عدد ثابتي مانند 
onMaxIterati بيشتر باشد و يا اينكه )(MCP از مقدار 

  .اشد بيشتر بThresholdثابتي مانند 

 نتايج آزمايشي  -5

الگوريتم  پيشنهادي بر روي تعدادي از گرافهاي نمونه 
نتايج بدست آمده با نتايج بدست . اجرا گرديد [9]موجود در 

  ARH   [4] ، CMPFآمده براي الگوريتمهاي  گزارش شده
[5] ،PCAOP [6]  مقايسه [2] و الگوريتم گزارش شده در 

تري الگوريتم پيشنهادي نتايج مقايسه حاكي از بر. گرديد
  .باشدنسبت به روشهاي قبلي مي

نتايج حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي را ) 1( جدول 
  .دهدروي تعدادي از گرافها ي نمونه نشان مي

نتايج اجراي الگوريتم پيشنهادي ما با نتايج ) 2(در جدول 
  براي تعدادي از گرافها [2]اجراي الگوريتم ارائه شده در 

اين مقايسه نشان دهنده كاراتر بودن اين . يسه شده استمقا
  .باشد  مي[2]الگوريتم نسبت به الگوريتم ارائه شده در 

 ،   ARHالگوريتم پيشنهادي با سه الگوريتم ) 3(در جدول 
 CMPF و  PCAOPمقايسه شده است  .  

شود كه الگوريتم پيشنهادي داراي ديده مي) 2(از جدول 
 داشته [2] به  الگوريتم ارائه شده در برتري محسوس نسبت

 جوابهاي بهتري ARH و CMPFاز ) 3(و با توجه به جدول 
الگوريتم پيشنهادي تقريبا داراي زمان .  توليد كرده است

باشد و از آنجا  مي[2]اجراي  برابر با الگوريتم ارائه شده در 
  نشان داده شده است كه  الگوريتم موجود در آن [2]كه در 

باشد نتيجه  ميPCAOP راي سرعت اجرايي بهتري ازدا
 PCAOPشود كه الگوريتم پيشنهادي نيز نسبت به مي

داراي زمان اجراي بهتري بوده و از اينرو به اين الگوريتم نيز 
 .شودترجيح داده مي

 نتايج اجراي الگوريتم پيشنهادي روي تعدادي از گرافها:1 جدول

متوسط تكرارها 
براي رسيدن به 

جواب 
  متوسط

بهترين 
  جواب

 دسته 
  ماكزيمم

تعداد 
  راسها

  نام گراف

  واب متوسطج
8  16  16  16  45  MANN

_a9 
3000  125  126  126  378  MANN

_a27  
100  11  11  11  171  Keller4  

 

  ]2[ مقايسه الگوريتم پيشنهادي با الگوريتم ارائه شده در: 2 جدول

جواب 
متوسط  
 الگوريتم 

جواب 
متوسط 

  [2]در 

ين بهتر
جواب  
الگوريتم 

بهترين 
جواب 

  [2]در 

دسته 
  ماكزيمم

تعداد 
  اراسه

نام 
  گراف

16  14  16  16  16  45  MANN
_a9 

125  115  126  126  126  378  MANN
_a27  

11  11  11  11  11  171  Keller4  
  

  ي موجودهامقايسه الگوريتم پيشنهادي با بعضي الگوريتم: 3جدول

بهترين 
جواب 

در 
PCAOP 

بهترين 
جواب 

ر د
CMPF 

بهترين 
جواب 

   ARHدر

بهترين 
جواب 
  الگوريتم

  نام گراف

16  16  16  16  MANN_
a9 

126  117  125  126  MANN_
a27  

11  8  11  11  Keller4  
 

 نتيجه گيري -6

 دسته ماكزيمال را معرفي  NP-hardدر اين مقاله ابتدا مساله 
 پوشش راسي مينيمال و NP-hardو ارتباط آن با دو مساله 

الگوريتم يادگيري . ل ماكزيمال را بيان كرديممجموعه مستق
 ارائه DLAجديدي براي آتاماتاهاي يادگير موجود در شبكه 

نموديم و الگوريتمي مبتني بر آتاماتاي يادگير توزيع شده 
الگوريتم . براي حل مساله دسته ماكزيمال پيشنهاد  كرديم

پيشنهادي با تعدادي از الگوريتمهاي گزارش شده مقايسه 
نتايج آزمايشي حاكي از كاراتر بودن اين روش نسبت . ديدگر

 .باشدبه الگوريتمهاي موجود مي
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