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 ير بـرا  يادگي ـ ي بر اتوماتاها  يتم مبتن يک الگور ين مقاله   يدر ا  :چکيده
 يدر گرافها نه مورد انتظار    ين هز يمم  با کمتر   يني م يافتن درخت پوشا  ي

الهـا از  يع وزن ي ـن است که تـابع توز يفرض بر ا.  ارائه شده است يتصادف
 يالهـا دسترس ـ يع ي ـ توزيست و فقط به نمونـه هـا  يناخته شده ن  قبل ش 
 يالهاي از   يري با حداقل تعداد نمونه گ     يدرختن  يچنافتن  يهدف  . ميدار

 ـ ي در هـر تکـرار اتوماتـا     يشنهاديتم پ يدر الگور .  باشد يگراف م  ر يادگي
 کنـد و سـپس بـر اسـاس     ي نـامزد م ـ يري نمونه گ  ي از گراف را برا    يالي

د نمونه گرفته شـود   يال با يا از آن    ي شود که آ   يم مشخص   يل آمار يتحل
 گرفتـه   ي، تعـداد نمونـه هـا      يشنهاديتم پ ي الگور يابيبه منظور ارز  . ا نه ي

از بـه روش  ي ـ مورد ن ي با تعداد نمونه ها    يشنهاديتم پ يشده توسط الگور  
 نشان داده کـه  يشيج آزما ينتا. سه شده است  ي استاندارد مقا  يرينمونه گ 

 به مراتب کمتـر  يشنهاديتم پيته شده توسط الگور گرفيتعداد نمونه ها  
  . باشدي استاندارد ميري گرفته شده به روش نمونه گياز تعداد نمونه ها

 يمم، اتوماتـا ين ـي مي، درخت پوشـا يگراف تصادف :كليدي واژه هاي
  .ريادگي

  يعرفم -١
درخت فراگير مينيمم يك گراف وزندار ، درخت فراگيري است كه بـين         

وزن تخصيص . اگير آن گراف داراي كمترين وزن باشد     همه درختهاي فر  
ا ي ـداده شده به يك يال مي تواند هزينه يال، زمان پيمايش يال، طول و      

درختهـاي فراگيـر مينـيمم داراي       . ره بنا به محتواي مورد نظر باشـد       يغ
همچنين . كاربردهاي فراواني در طراحي سيستمهاي فيزيكي مي باشند        

، شناسـايي گفتـار و      ١يز خوشـه بنـدي آمـاري      در كاربردهايي نظير آنـال    
در ايـن مقالـه مـي خـواهيم     . [1]پردازش تصاوير مورد استفاده هـستند    

الگوريتمي براي يافتن درخت فراگير مينيمم در گرافهاي تصادفي ارائـه           
  .دهيم

>=<گـراف همبنـد و غيـر جهتـدار      EVG  مجموعـه  Vکـه درآن  ,
nVگراف با   رئوس   mE مجموعه يالهاي گراف با    E و   =  را در   =

 به احتمال يك برابر ثابـت  ∋Eeدر صورتيكه وزن هر يال    . نظر بگيريد 

                                                             
1 Statistical cluster analysis 

ec باشد گوييم كه گراف   Gدر صـورتيكه  .  گـراف قطعـي اسـت    يك
 به طور قطع معلوم نباشد و داراي وزن احتمالي بـا            ∋Eeوزن هر يال    

 باشد، گراف را تـصادفي   ef  و تابع چگالي احتمال       eXمتغير تصادفي   
اف تـصادفي  توجه كنيد كه گراف قطعي حالت خاصـي از گـر       . مي ناميم 

) رابطـه  ∋Eeاست كه در آن براي هـر يـال   ) 1cXf eee برقـرار   ==
 معمـولا فـرض مـي شـود كـه متغيرهـاي           Gدر گراف تـصادفي     . است

تصادفي  
ieX-      در اين مقاله نيـز مـا       . ها نسبت به هم مستقل مي باشند

 را نشان دهنده وزن TXمتغير تصادفي .  در نظر مي گيريم  اين فرض را  
  در نظــر مــي گيــريم و آنــرا مجمــوع G از گــراف Tدرخــت فراگيــر

 تعريـف مـي    Tمتغيرهاي تصادفي نشان دهنده وزن يالهاي موجود در         
} اگر   کنيم، يعني  }1n21 e,...,e,e  باشـند در  T يالهاي درخـت فراگيـر   −

∑اين صورت داريم
−
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در حالتي که وزن يالها قطعـي باشـد الگوريتمهـاي حريـصانه اي چـون             
و ) ١٩٥٩، دايجکسترا ١٩٥٧پريم ( دايجکسترا  -، پريم )١٩٥٦(کروسکال
ارائه شده است که در اصل مـشهورترين         ) ١٩٧٧ينسول) (بروفکا(سولين

الگوريتمهاي ارائه شده براي حل مساله درخـت فراگيـر مينـيمم يعنـي             
 بـا كمتـرين مجمـوع وزن، مـي      G از Tيافتن درخت فراگيري چـون      

: تنسخه موازي شـده ايـن الگوريتمهـا نيـز ارائـه شـده اس ـ      .  [2]باشند
]پيچيدگي نـسخه مـوازي شـده الگـوريتم کروسـکال بـا         ] mp log= 

 pپيچيـدگي الگـوريتم پـريم بـا         .  مـي باشـد    mO)(پردازنده برابر بـا     
 آرايـش شـده انـد برابـر اسـت بـا           hypercubeپردازنده که بـه صـورت       

)log()( 2 pnpn θθ ــوريتم   وپيچيــدگي + ــوازي شــده الگ ــسخه م ن
 پردازنـــــــده برابـــــــر اســـــــت بـــــــا pســـــــولين بـــــــا 

))((log 2 pnpnpnnO +++[2] .  

فـرض کنيـد    . حال حالتي را در نظر بگيريدکه وزن يالها احتمالي باشند         
},,...,{که   21 MTTT=ξ        کلاس همه درختهـاي مختلـف G در . باشـد

||2گرافي کامل باشد بنا به فرمول کيلـي داريـم           G صورتيکه −= nnξ ،
||2در نتيجه در حالت کلي خواهيم داشت         −≤ nnξ .ξ∈*T  را طوري 

 TX* ، مقـدار اميـد رياضـي   ξ∈Tدر نظر مـي گيـريم كـه بـراي هـر        
ــد رياضـــــي   ــساوي اميـــ ــوچکتر مـــ ــي   TXکـــ ــد يعنـــ  باشـــ
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))()((, *

*
TT XEXETTGT  هدف ما در اين مقاله يافتن       .∀∋≠≥

*T    مي باشد با اين فرض كه هيچكدام از توابع ef    بـراي مـا شـناخته  
 را درخـت   T*.  را داريـم  efشده نيستند و فقط نمونه ايـي از توزيـع         

  .فراگير مينيمم مي گوييم

min}{ قرار مي دهيم    
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i
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مساله اي که در اکثر مقاله ها مـورد       .  =
بررسي قرار گرفته است يافتن تقريبـي از اميـد رياضـي و تـابع چگـالي             

توجـه کنيـد کـه در حالـت کلـي           .  مي باشـد   γاحتمال متغيرتصادفي   
*T≠γ   و )()( *TEE ≤γ  و براي گرافهاي قطعي *T=γ مي باشـد  .

Kulkarni  [3]       با اسـتفاده از نتـايجي از زنجيرهـاي مـارکف بـا زمـان
ر حالتي که  را دγپيوسته، تابع چگالي احتمال  

ieX  ها مستقل ازهـم و
.  به طور يکسان به صورت نمايي توزيع شده اند را مورد بررسي قـرار داد       

 مساله را در حـالتي کـه         Mamer [4] و   Jainسپس  
ieX   هـا  مـستقل

ازهم ولي به صورتهاي مختلف  توزيع شـده انـد را مـورد بررسـي قـرار                   
تعدادي از نويسندگان حالتي را در نظر گرفتـه انـد کـه         . دادند

ieX  هـا 
ولـي  ( مستقل و به صورت متغيرهاي تصادفي گسسته مشخص شده اند         

 Jacobson وAlexopoulos).  نه الزاما به صورت يکسان توزيع شده اند
  روشي از پارتيشن بندي را براي محاسبه و به دسـت آوردن بانـدي     [5] 

 در گرافهايي با γبراي مقادير خاص توزيع     
ieX   هاي مسقل و بـه طـور

گسسته توزيع شده ولي نه الزاما به طور يکسان توزيع شده را ارائه کرده       
، γهمچنين اينها نشان دادند کـه محاسـبه دقيـق مقـادير توزيـع               . اند

HardNPيمساله ا   باندهاي بـالا    Shier [6] و   Huston.  مي باشد  −
 در حالتيکــه γE)( و γوپــايين مناســبي بــر اي 

ieX هــا متغيرهــاي
همچنـين ايـن دو     . تصادفي مستقل گسسته باشند به دسـت آورده انـد         

 که  براي حالتي  [1]مولف در 
ieX   ها مستقل و هرکدام  تعـداد متنـاهي 

 هـاي مختلـف درحاليکـه وزن        MSTمقادير گسسته دارند، رابطه بـين       
  .يالها تغيير مي کند را مورد بررسي قرار داده اند

 ر د كلاسيك سازي بهينه مسايل از يكي مميني ميشاپو درخت مسالة
 هاي يابي مسير در موثر حلي راه عنوان به كه است ارتباطي هاي شبكه
 هاي مشخصه آنكه به توجه با  .گيرد مي قرار استفاده مورد پخشي چند
 بيني پيش قابل غير تصادفي، هائي مشخصه عموما ارتباطي هاي شبكه

 كمينه درخت پوشاي گيري به كار بنابراين هستند زمان با تغيرپذير و
 مشخصه بر مبتني ايستيب كامپيوتري هاي شبكه ارتباطي موضوعات در
 هنگامي كه در يك شبكة . شود بررسي مذكور هاي شبكه تصادفي هاي

تصادفي وزن هر يك از يالهاي گراف يك متغير تصادفي گسسته با 
مؤلفه هاي آماري نامعين باشد تعيين درخت پوشاي كمينه كار چندان 

 غير در اين شرايط عامل يادگير بايستي در يك محيط. آساني نمي باشد
قطعي و نامعين طي يك فرايند يادگيري پويا و تكرار پذير نسبت به 
شناسايي مشخصه هاي آماري محيط و توزيع حاكم بر وزن يالهاي 
گراف اقدام نمايد و بر اساس توزيع و متوسط وزني يالها، درخت پوشاي 

 .كمينه را شناسايي نمايد

اي حل مسائل مختلفـي   يادگير توزيع شده بري يادگير و اتوماتا ياتوماتا
 كوتـاهترين مـسير   يبه طور موفقيت آميز به كار رفته است، مـساله هـا     

 ـ[8]ر راسـها  يک راس و سـا ين  ي، ب [7]بين دو راس     ن هـر دو راس  ي و ب
  . ن کارهاستيجمله ا ازيک گراف تصادفي در [9]دلخواه 

 افتني ـدر اين مقاله يك الگوريتم مبتني بر اتوماهاتاي يادگير به منظـور    
مم در يك گراف تصادفي كه در آن تابع توزيـع وزن    يني م يدرخت پوشا 

يالهاي گراف تصادفي از قبل شناخته شده نمي باشد و فقط نمونه هايي           
تم يدر الگــور. از توزيــع وزنهــا در اختيــار مــي باشــد ارائــه شــده اســت

 ـر  يادگي ـ ي در هر تکرار اتوماتا    يشنهاديپ  نمونـه  ي از گـراف را بـرا     يالي
 يل آمـار ي ـه و تحلي ـ تجزي کند و سپس بر اسـاس کم ـ  يزد م  نام يريگ

بـا  . ا نـه ي ـد نمونـه گرفتـه شـود     ي ـال بايا از آن ي شود که آ يمشخص م 
 قـادر   يشنهادي ـتم پ يرالگوريادگي ي اتوماتاها يانتخاب مناسب پارامترها  

بـه  . دا کنـد ي ـ پ١ک ي ـ نزديمم را با احتمال  يني م ياست که درخت پوشا   
 گرفته شده توسـط  ي، تعداد نمونه هايشنهاديپتم  ي الگور يابيمنظور ارز 

 يري ـاز به روش نمونه گ    ي مورد ن  ي با تعداد نمونه ها    يشنهاديتم پ يالگور
 نشان داده که تعداد نمونـه       يشيج آزما ينتا. سه شده است  ياستاندارد مقا 

 بـه مراتـب کمتـر از تعـداد         يشنهاديتم پ ي گرفته شده توسط الگور    يها
  . باشدي استاندارد ميريش نمونه گ گرفته شده به روينمونه ها

 اتوماتـاي  ۲در بخـش  . ادامة مقاله به صورت زير سازماندهي شده اسـت     
يادگير معرفي شده و الگوريتم يادگيري خطي براي اين نوع اتوماتا بيـان    

 يافتن درخـت پوشـا    ي ي الگوريتم پيشنهادي برا   ۳در بخش   . شده است 
 نتـايج حاصـل از   ۴ بخـش  مم در گرافهاي تصادفي ارائه شـده و در    ينيم

  . مقاله مي باشد ده و بخش آخر نيز نتيجه گيرييآزمايشات ارائه گرد

 ريادگي ياتوماتا -٢
اتوماتاي يادگير يك مدل انتزاعي است كه تعداد محدودي عمل را مـي             

هر عمل انتخاب شده توسط محيطي احتمالي ارزيـابي         . تواند انجام دهد  
اتوماتاي يادگير از ايـن  . ده مي شود شده و پاسخي به اتوماتاي يادگير دا      

. پاسخ استفاده نموده وعمل خود را براي مرحله بعـد انتخـاب مـي كنـد       
  . ارتباط بين اتوماتاي يادگير و محيط را نشان مي دهد١شکل 

  

R a n d o m  E n v ir o n m e n t

L e a r n in g  A u to m a ta

α ( n )

β ( n )  
  ارتباط بين اتوماتاي يادگير و محيط:  ١شکل 

  
},,{محيط را مي توان توسط سـه تـايي          cE βα≡  نـشان داد 

ــه در آن  },,...,{كــــ 21 rαααα ــا،  ≡ ــه وروديهــــ  مجموعــــ
},...,,{ 21 mββββ  مجموعـــــــــــــه خروجيهـــــــــــــا  ≡



},,...,{و 21 rcccc هـر  .  مجموعه احتمالهاي جريمه مي باشـد      ≡
در .  مـي باشـد   P  مجموعه دو عـضوي باشـد ، محـيط از نـوع    βگاه 

11حيطـي   چنين م  =β     02  بـه عنـوان جريمـه و =β   بـه عنـوان  
 مي توانـد  Q،  )(nβدر محيط از نوع . پاداش در نظر گرفته مي شود

 و  در    [0,1]به طور گسسته يـك مقـدار از مقـادير محـدود در فاصـله                
 ic.   اسـت [0,1]غيـر تـصادفي در فاصـله         مت S،)(nβمحيط از نوع    

در .  داشـته باشـد مـي باشـد       نتيجه نـامطلوب iαاحتمال اينكه عمل 
 بدون تغيير مي مانند ، حال آنكه در محيط غير ic مقادير محيط ايستا

اتوماتاهاي يادگيربـه دو  . كنند اين مقادير در طي زمان تغيير مي  ايستا
در ادامه . گروه با ساختار ثابت و با ساختار متغير تقسيم بندي  ميگردند          

به شرح مختصري درباره اتوماتاي يادگير با سـاختار متغيـر كـه در ايـن        
  . مقاله از آنها استفاده شده است مي پردازيم

با ساختار متغيـر    يك اتوماتاي يادگير    : اتوماتاي يادگير با ساختار متغير      
ــط  },,,{ تــائي ٤توس Tpβα    ــود كــه در آن ــي ش ــشان داده م  ن

},,,{ 21 rαααα L≡  مجموعــــــــــه عملهــــــــــاي
ــا، },,,{اتوماتــــ 21 mββββ L≡  ــاي ــه وروديهــــ مجموعــــ

},,,{اتوماتا، 21 rpppp L≡        بردار احتمال انتخـاب هـر يـك از  
)1(]),(),()[(عملهـــا، و   npnnTnp βα=+وريتم  الگــ ـ

 n  در مرحلـه  iαدر اين نوع از اتوماتاها، اگر عمـل  . يادگيري مي باشد  
ام انتخــاب شــود و پاســخ مطلــوب از محــيط دريافــت نمايــد، احتمــال 

)(np i      و براي پاسـخ  .  افزايش يافته و ساير احتمالها كاهش مي يابند
 كاهش يافته و سـاير احتمالهـا افـزايش مـي            npi)(نامطلوب احتمال   

در هر حال، تغييرات به گونه اي صورت مي گيرد تا حاصل جمـع          . يابند
)(npi        الگـوريتم زيـر يـك     .ها همواره ثابت و مساوي يك بـاقي بمانـد

 بـا سـاختار      يادگير   اتوماتايبراي  نمونه از الگوريتمهاي يادگيري خطي      
  . باشدمتغير مي

   پاسخ مطلوب-الف
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 پـارامتر  b پـارامتر پـاداش و      aدر روابط فـوق، پـارامتر پـاداش و           
  سه حالت را مي توان در نظر     b و   aبا توجه به مقادير     . جريمه مي باشد  

.  مي نـاميم RPLi ا با هم برابر باشند، الگوريتم رb و aه  زمانيك.  گرفت
PRL خيلي كـوچكتر باشـد، الگـوريتم را     a از   bزمانيكه     ε

ii  مـي نـاميم  .

  . مي ناميمRILiii مساوي صفر باشد، الگوريتم را bزمانيكه  

 يشنهاديتم پيالگور -٣
تم ي از ارکان الگوريکير را که ي زيه آماريتم ابتدا قضي الگورقبل از ارائه

  . گرفته شده است[10]م که از ي کنيان مي دهد بيل ميرا تشک

 ي از جامعه اn به اندازه يک نمونه تصادف ين  يانگيمقدار م x اگر   :هيقض
 باشد آنگاه2δانس معلوم ينرمال با وار

)۳(  α
δ

µ
δ

αα −=







+<<− 1.. 22 n

zx
n

zxp  

 است که به ينقطه ا2αz نرمال استاندارد باشد، ير تصادفي متغzاگر 
)م ي آن داريازا ) 22 αα =< zzp.  

 يه بالا براي توان از قضي ميه حد مرکزيد توجه نمود که بنا به قضيبا
ز استفاده کرد مشروط بر ير نرمال ني غي از جامعه هاي تصادفينمونه ها

ن حالت به ي؛ در اn≤30 يعني تا باشد ۳۰آنکه تعداد نمونه ها حداقل 
  .مي را قرار دهيار نمونه ايم مقدار انحراف معي توانيز مي نδ يجا

م ي قرار ده۴ و۲,۵۸ ، ۱,۹۶ب برابر با ي را به ترت2αzاگر در رابطه بالا 
 و ۰,۹۹۰۲ ، ۰,۹۵۰۰ب برابر خواهد بود با يآنگاه احتمال متناظر به ترت

۰,۹۹۹۹.   

ال يم که از هر ي داري تصادفيال با وزنهاي يد که تعداديفرض کن
 را يانس نمونه اي و وارين نمونه ايانگيم و مي نمونه گرفته ا۳۰حداقل 

دا شود که مقدار يلها پاين ين اي بياليحال اگر . ميحساب کرده ا

n
zx δ

α  مقدار ي آن کوچکتر مساو+2.
n

zx δ
α الها يه ي بق−2.

 توان گفت که مقدار مورد ي مα−1باشد آنگاه حداقل به احتمال 
با . الهاستيه ي مقدار مورد انتظار وزن بقيانتظار وزن آن کوچکتر مساو

  .مي دهي خود را شرح ميشنهاديتم پيرده الگوين ايا

 يجاد مير متناظر با گراف مساله ايادگي يک شبکه از اتوماتاهايابتدا 
 ير مجهز ميادگي يک اتوماتايهر راس را به ن صورت که يم به ايکن
  . است متصل به آن راسيالهاي آن متناظر با انتخاب يم که اقدامهايکن

  :ر استي به شرح زيشنهاديتم پيمراحل الگور

ن نمونه يانگيم و ميري گي نمونه م۳۰ يال گراف تصادفياز هر  .1 گام
 .مي کني آن را حساب ميانس نمونه اي و واريا

، ۱ به دست آمده در گام ي نمونه اينهايانگيبا استفاده از م .2 گام
م که همان ي آوريه را به دست ميمم اوليني ميدرخت پوشا
 . باشدي ما ميمم فعليني ميدرخت پوشا

 از يکي شود تا ير به تصادف فعال ميادگي يوماتاها از اتيکي .3 گام
 يري نمونه گي را براي فعلي موجود در درخت پوشايالهاي

د که يتوجه کن. (مي دهي نشان مEcال را با ين يدا کند، ايکاند
 از گراف است که يالي از اتوماتا که متناظر با انتخاب يياقدامها



ر فعال در نظر ي غ وجود ندارد رايمم فعليني ميدر درخت پوشا
 .)ميري گيم

ر ي تا دو ز شودي حذف ميمم فعليني مي از درخت پوشاEc .4 گام
ردرخت ين دو زي توانند اي که مييالهايه يکل. جاد شوديدرخت ا

 ي مConnectionSetرا به هم اتصال دهند را در مجموعه 
 .ميزير

ک عضو داشته باشد به يش از ي بConnectionSetاگر مجموعه  .5 گام
 Ecن صورت تنها عضو مجموعه را که ير ايم در غي روي م۶گام 

و بدون آن م ي کني اضافه ميمم فعليني مياست به درخت پوشا
 فعال شده ي به انتخاب اتوماتاميريال بگين ي از ايکه نمونه ا
 .مي روي م۷م و به گام ي دهيپاداش م

م که يابي ي را ميالي  ConnectionSet مجموعه يالهاين ي ب .6 گام
 Emin باشد که آن را با ين نمونه ايانگي مقدار مني کمتريدارا

 .مي دهينشان م

 فعال ي باشد به انتخاب اتوماتاEc همان Emin اگر :حالت اول
 در مجموعه يالي که يم و در صورتي دهيشده پاداش م

ConnectionSet موجود باشد که مقدار  
n

zx δ
α  آن −2.

 مقدار کوچکتر از
n

zx δ
α  نمونه Ecال ي باشد از Ecال ي +2.

 آن را يانس نمونه اي و وارين نمونه ايانگيم و مقدار ميري گيم
  .مي روي م۷آنگاه به گام . مي کنيبه روز م

 ي باشد انتخاب اتوماتاEc متفاوت از Emin اگر :حالت دوم
 که مقدار يم و در صورتي کنيمه ميفعال شده را جر

n
zx δ

α  مقدار  بزرگتر از Eminال ي +2.
n

zx δ
α .2− 

 و يانس نمونه ايم و واريري گي نمونه مEcال ي باشد از Ecال ي
 را به Eminال يم، ي کني آن را به روز مين نمونه ايانگيم

 ي م۷م و به گام ي کني اضافه ميمم فعليني ميدرخت پوشا
 .ميرو

مجموع احتمالات ر موجود در شبکه يادگي ي هر اتوماتايبرا .7 گام
 ي موجود در درخت پوشايالهاي متناظر با انتخاب ياقدامها

ن مجموعها را در هم يسپس ا.  شودي حساب ميمم فعلينيم
مم يني ميم که آن را احتمال انتخاب درخت پوشاي کنيضرب م

شتر باشد ي بين احتمال از مقدار آستانه اياگر ا. مي نامي ميفعل
شتر باشد ي بين شده ايي از قبل تعا تعداد تکرارها از عدديو 

  .مي روي م۳ن صورت به گام ير ايابد در غي يتم خاتمه ميالگور
، مقدار ۱,۹۶ را برابر با 2αzم مقدار ي که ما انجام دادييهاياده سازيدر پ

تم را ي الگوري و حداکثر تعداد تکرارها۰,۹۵آستانه احتمال را برابر با 
پارامتر  (aد که هر چه مقدار يتوجه داشته باش. مير گرفت در نظ۵۰۰۰۰

 ييم دقت همگرايري را بزرگتر در نظر بگ2αzا يکوچکتر ) پاداش اتوماتا
 يشتري بيرياز  به نمونه گي در عوض ني رود وليتم بالاتر ميالگور
  .ميدار

 يشيج آزماينتا -٤
 .[11]ابتدا به قضيه زير توجه کنيد

nxxxفرض كنيد    :قضيه ,...,,  دنباله اي از متغيـر هـاي تـصادفي       21
مــــستقل بــــا توزيــــع يكــــسان باشــــند، بگونــــه اي كــــه       

µ=)( ixE2و)( σ=ixVar .   ــط ــه متوس ــرض آنك ــا ف ــا µب  ب
 در بازة    δ−1اطمينان

δ
σ

±
n

x     آنگـاه بـازاء هـر     . قرار داشـته باشـد

اي بگونـه  0n، وجـود دارد  εمقدار دلخواه وبه قدر كافي كوچك بـراي    
0nnاي كه بازاء تمامي مقادير   :خواهيم داشت≤

)۴(  δεµε −−≥∀∃∀ 1}|{|     00 fpnxpnnn  
رد نياز از هر يال گراف براي بدست آوردن  تعداد نمونه گيري مو

 تضمين كرد که δ−1، طوري که  بتوان با احتمال G تصادفي
انحراف ميانگين نمونه هاي اخذ شده از يال گراف از مقدار مورد انتظار 

) نمونه گيري خوانده مي شود  خطاي ε( باشد εوزن آن يال كمتر از
اين روش را نمونه گيري استاندارد . مي توانيم از قضيه بالا استفاده کنيم

  .مي ناميم

 اقتبـاس  [7]گراف تصادفي که براي آزمايش در نظر گرفته ايم از منبـع      
تابع توزيع احتمال وزن يالهاي گـراف در   و ۲شده و نمودار آن در شکل  

د يام(ن جهت که مقدار مورد انتظار     يراف از ا  ن گ يا.   آمده است   ٣جدول  
 ييک به هم هستند که کـار شناسـا        يار نزد ي آن بس  يالهايوزن    ) ياضير

  . کند انتخاب شده استيمم را دشوار مينير ميدرخت فراگ

  
 Gگراف تصادفي : ۲شکل 

ابتدا به کمک روش نمونه گيري استاندارد حداقل تعداد نمونه هاي 
به گونه اي كه متوسط نمونه هاي اخذ شده  با مورد نياز از هريال، 

),(در بازةδ−1)اطمينان(احتمال  ε+µε−µ ،قرار داشته باشد 
 با روش اين در نياز مورد گبريهاي نمونه تعداد سپس. تعيين مي گردد

 مي گردد مقايسه پيشنهادي الگوريتم توسط شده اخذ نمونه هاي تعداد



 توسط گرفته انجام هاي گيري نمونه تعداد که داده مي شود اننش و
 شده انجام گبريهاي نمونه تعداد از کمتر مراتب به الگوريتم پيشنهادي

 .باشد مي روش استاندارد به

بـازة  . در نظر گرفته شـده اسـت      ε=001.0 در تمامي آزمايشات مقدار   
ه و براي هر مقدار تعداد نمونه    تغيير داده شد  % ٩٩تا  % ٥٠اطمينان بين   

به ازاي هـر کـدام از مقـادير    . هاي مورد نياز از يالها تعيين گرديده است 
اطمينان مجموع کل نمونه هاي گرفتـه شـده از گـراف محاسـبه شـده                  

ن جدول تعـداد نمونـه   يا.  دهد ين اطلاعات را نشان م    ي ا ١جدول  . است
  . دهديتاندارد نشان م اسيرياز از گراف را در نمونه گي مورد نيها

  متوسط تعداد كل نمونه ها در نمونه گيري استاندارد: ١ جدول

Total Number of 
Samples  

Confidence 
Interval 

5105  50  
5065  55  
5398  60  
5304  65  
5747  70  
5522  75  
5595  80  
6050  85  
6844  90  
7062  92.5  
7632  95  
9181  97.5  

12797  99  

 کليه اتوماتا هاي يادگير موجود  در شـبکه          يپيشنهادي برا در الگوريتم   
مقدار پارامتر پـاداش را برابـر در نظـر گـرفتيم و از الگـوريتم يـادگيري            

IRL ي مقـادير مختلــف پـاداش، الگــوريتم   ابــه از.  مي  اسـتفاده کـرد  −
ته  بار اجرا کرديم و تعداد متوسط کل نمونه هاي گرف  ١٠٠پيشنهادي را   

 ، تعـداد متوسـط نمونـه هـاي          (AvgGraphSamples)شده از گـراف     
ــه آن همگــرا شــده  يريــگرفتــه شــده از درخــت فراگ  کــه الگــوريتم ب

(AvgTreeSamples)     ر ي ـ و تعداد دفعات همگرا شـده بـه درخـت فراگ
الگوريتم زماني خاتمه   .  آورده ايم  ۲ را در جدول     (ConvRuns)مم  ينيم

ر انتخاب شده در يك تكرار بـه  يرخت فراگمي يابد که احتمال انتخاب د    
  .  برسد۰,۹۵بيش از 
و درصد همگرايي در  متوسط تعداد نمونه هاي گرفته شده : ۲جدول 

  الگوريتم پيشنهادي
ConvRuns AvgTree  

Samples 
AvgGraph  
Samples 

Learning 
Parameter 

100 5869 12103 0.002 
99 4758 9961 0.003 
98 4019 8486 0.004 
97 3141 6664 0.006 
95 2384 5261 0.008 
90 2128 4693 0.01 
81 1312 3061 0.02 
72 847 2101 0.04 
66 692 1728 0.06 
64 620 1503 0.08 
58 557 1394 0.10 
50 415 997 0.20 
44 357 894 0.30 
43 324 831 0.40 
41 338 807 0.50 

سه ي ـ را در مقا   يشنهاديتم پ يگوراز ال ي تعداد نمونه هاي مورد ن     ١نمودار  
 ياز در روش  نمونه گيري استاندارد  نشان ميبا تعداد نمونه هاي مورد ن    

 از آن است که تعداد نمونه گيـري هـاي انجـام             ين مقايسه حاک  يا. دهد
گرفته توسـط الگـوريتم پيـشنهادي بـه مراتـب کمتـر از تعـداد نمونـه                  

 .دگبريهاي انجام شده به روش استاندارد مي باش
 

 Gتابع توزيع احتمال وزن يالهاي گراف  : ۳جدول 

Probability Length Edge 
0.30 0.30 0.20 0.20 9.40 7.40 5.30 3.00 (1, 2) 
0.20 0.20 0.30 0.30 8.50 7.90  6.20 3.50 (1, 3) 
0.30 0.20 0.30 0.20 8.90 6.90 16.10 4.20 (1, 4) 
0.30 0.30 0.20 0.20 4.50 3.60 2.30 9.50 (2, 3) 
0.20 0.40 0.20 0.20 9.00 5.50 4.10 2.60 (2, 5) 
0.20 0.20 0.30 0.30 9.60 8.50 7.00 5.80 (2, 6) 
0.30 0.30 0.20 0.20 6.80 4.50 3.20 2.10 (3, 4) 
0.40 0.10 0.10 0.40 9.60 8.50 7.70 6.80 (3, 6) 
0.10 0.20 0.20 0.50 9.40 8.30 7.20 6.50 (3 ,7) 



0.20 0.10 0.30 0.40 9.90 8.60 7.80 5.90 (3, 8) 
0.20 0.20 0.20 0.40 9.40 8.80 8.00 7.00 (4, 8) 
0.10 0.40 0.30 0.20 4.30 3.50 2.20 1.10 (4, 9) 
0.30 0.30 0.20 0.20 5.80 3.90 1.50 0.60 (5, 6) 
0.30 0.30 0.20 0.20 8.20 6.70 4.80 3.200 (5, 7) 
0.20 0.40 0.20 0.20 9.10 8.40 7.80 6.30 (5, 

10) 0.20 0.20 0.40 0.20 7.50 6.60 4.80 2.10 (6, 7) 
0.20 0.30 0.30 0.20 6.00 5.20 2.80 1.60 (7, 8) 
0.20 0.30 0.30 0.20 7.70 5.00 4.00 3.50 (7, 9) 
0.40 0.20 0.20 0.20 9.30 8.200 3.40 1.60 (7, 

10) 0.30 0.40 0.20 0.10 7.80 6.50 4.90 1.70 (8, 9) 
0.30 0.20 0.10 0.40 8.90 7.600 6.40 4.60 (9, 

10)  
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  مقايسه بين تعداد نمونه هاي گرفته شده توسط الگويتم  پيشنهادي و روش نمونه گيري استاندارد : ۱نمودار 
  

  

 يريجه گينت -٥
 ي تـصادف يمم در گرافهـا ين ـير مي ـدر اين مقاله ابتدا مساله درخت فراگ      

و سپس يك الگوريتم مبتني بـر اتوماتـاي يـادگير بـراي             شرح داده شد    
بـه منظـور   . ک گراف تصادفي ارائه شديمم در ينير ميافتن درخت فراگ  ي

ارزيابي الگوريتم پيشنهادي،  تعداد نمونه هاي گرفته شـده توسـط ايـن        
الگوريتم  با تعداد نمونه هاي موردنياز به روش نمونـه گيـري اسـتاندارد        

ان داده شد كه تعداد نمونه هاي گرفته شده توسـط      مقايسه گرديد و نش   
الگوريتم پيشنهادي به مراتب از تعداد نمونه هاي گرفته شـده بـه روش             

   .نمونه گيري استاندارد کمتر است
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