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با درختي پوشا ( يك الگوريتم مبتني بر اتوماتاهاي يادگير براي يافتن درخت پوشاي مينيمم در يك گراف تصادفي در اين مقاله :چكيده
فرض بر اين است كه تابع توزيع وزن يالها از قبل شناخته شده نيست و فقط به نمونه هاي توزيع . پيشنهاد ميشود )كمترين هزينه مورد انتظار

در الگوريتم پيشنهادي .  تعداد نمونه گيري از يالهاي گراف مي باشد مينيمم با حداقليافتن درخت پوشايوريتم الگهدف . يالها دسترسي داريم
در هر تكرار اتوماتاي يادگير يالي از گراف را براي نمونه گيري نامزد مي كند و سپس بر اساس كمي تجزيه و تحليل آماري مشخص مي شود كه 

الگوريتم پيشنهادي قادر است كه درخت پوشاي ، با انتخاب مناسب پارامترهاي اتوماتاهاي يادگير. ه شود يا نهآيا از آن يال بايد نمونه گرفت
به منظور ارزيابي الگوريتم پيشنهادي، تعداد نمونه هاي گرفته شده توسط الگوريتم با تعداد نمونه هاي .  پيدا كند1مينيمم را با احتمالي نزديك 

نتايج آزمايشي نشان داده كه تعداد نمونه هاي گرفته شده توسط الگوريتم .  گيري استاندارد مقايسه شده استمورد نياز به روش نمونه
  .پيشنهادي به مراتب كمتر از تعداد نمونه هاي گرفته شده به روش نمونه گيري استاندارد مي باشد

   گراف تصادفي، درخت پوشاي مينيمم، اتوماتاهاي يادگير:كلمات كليدي
 

 مقدمه - 1
 اسـت كـه     پوشايي مينيمم يك گراف وزندار ، درخت        پوشايدرخت  

وزن .  آن گراف داراي كمترين وزن باشـد  پوشايبين همه درختهاي    
تخصيص داده شده به يك يال مي تواند هزينه يال، زمان پيمـايش              

پوشاي  درختهاي. يال، طول و يا غيره بنا به محتواي مورد نظر باشد          
اي فراواني در طراحـي سيـستمهاي فيزيكـي       مينيمم داراي كاربرده  

همچنــين در كاربردهـايي نظيـر آنــاليز خوشـه بنــدي    . مـي باشـند  
. [1]، شناسايي گفتار و پردازش تصاوير مورد استفاده هستند        1آماري

پوشـاي  در اين مقاله مي خواهيم الگـوريتمي بـراي يـافتن درخـت              
  .مينيمم در گرافهاي تصادفي ارائه دهيم

>=<ير جهتدار   گراف همبند و غ    EVG  مجموعـه   Vكه درآن   ,
nVرئوس گراف با     mE مجموعه يالهاي گراف بـا     E و   =  را  =
 بـه احتمـال يـك       ∋Eeدر صورتيكه وزن هر يال      . در نظر بگيريد  

.  يك گراف قطعـي اسـت  G   باشد گوييم كه گراف ec ثابت برابر
 به طور قطع معلوم نباشـد و داراي  ∋Eeدر صورتيكه وزن هر يال  

 ef  و تـابع چگـالي احتمـال          eXوزن احتمالي با متغير تـصادفي       
                                                      

1 Statistical cluster analysis 

توجه كنيد كه گراف قطعي حالت      . باشد، گراف را تصادفي مي ناميم     
 رابطـه   ∋Eeخاصي از گراف تصادفي است كه در آن براي هر يال          

( ) 1cXf eee  معمولا فرض Gدر گراف تصادفي . برقرار است ==
مي شود كه متغيرهاي تصادفي      

ieX-   ها نسبت به هم مـستقل مـي
متغيـر  . در اين مقاله نيز ما اين فرض را در نظر مـي گيـريم             . باشند

  G از گـراف     Tپوشـاي    را نشان دهنده وزن درخت       TXتصادفي  
ي نـشان دهنـده     در نظر مي گيريم و آنرا مجموع متغيرهاي تـصادف         

 تعريـــف مـــي كنـــيم، يعنـــي اگـــر Tوزن يالهـــاي موجـــود در 
{ }1n21 e,...,e,e  باشـند در ايـن صـورت    T پوشاي  يالهاي درخت−
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−
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در حالتي كه وزن يالها قطعي باشد الگوريتمهاي حريصانه اي چـون            
ــريم)1956(الكروســك ــريم ( دايجكــسترا -، پ ، دايجكــسترا 1957پ

ارائه شده است كه در اصل      ) 1977سولين) (بروفكا(و سولين ) 1959
پوشـاي  مشهورترين الگوريتمهاي ارائه شده براي حل مساله درخت         

ن  بـا كمتـري     G از   T چـون    پوشـايي   مينيمم يعني يافتن درخت     
نسخه موازي شده اين الگوريتمها نيـز  .  [2]مجموع وزن، مي باشند

پيچيدگي نسخه موازي شده الگوريتم كروسكال بـا        : ارائه شده است  
[ ] mp log= ــا ــر ب ــده براب پيچيــدگي .  مــي باشــدmO)( پردازن



 آرايـش   hypercubeورت   پردازنده كه بـه ص ـ     pالگوريتم پريم با    
)()log(شده اند برابر است با       2 pnpn θθ  وپيچيـدگي نـسخه     +

ــا   ــوريتم ســولين ب ــوازي شــده الگ ــا  pم ــر اســت ب ــده براب  پردازن
))((log 2 pnpnpnnO +++[2] .  

فـرض  . حال حالتي را در نظر بگيريدكه وزن يالهـا احتمـالي باشـند            
},,...,{كنيــد كــه  21 MTTT=ξ كــلاس همــه درختهــاي مختلــف 

Gدر صورتيكه   . باشدG            گرافي كامل باشـد بنـا بـه فرمـول كيلـي
ــم  ||2داري −= nnξ   ــت ــواهيم داش ــي خ ــت كل ــه در حال ، در نتيج

2|| −≤ nnξ .ξ∈*T     ي گيـريم كـه بـراي هـر         را طوري در نظر م ـ
ξ∈T     مقدار اميد رياضـي ، *TX         كـوچكتر مـساوي اميـد رياضـي 
TX    باشـــد يعنـــي ))()((, *

*
TT XEXETTGT ≤≠∈∀. 
 مي باشد با اين فرض كه هيچكدام        T*هدف ما در اين مقاله يافتن       

  براي ما شناخته شـده نيـستند و فقـط نمونـه ايـي از                 efاز توابع   
  . مينيمم مي گوييمپوشاي را درخت  T*.  را داريم efتوزيع 

min}{ قرار مي دهيم  
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مساله اي كه در اكثـر مقالـه هـا    .  =
يافتن تقريبي از اميـد رياضـي و تـابع          مورد بررسي قرار گرفته است      
توجه كنيد كه در حالت     .  مي باشد  γچگالي احتمال متغيرتصادفي    

)()( و   T≠γ*كلي   *TEE ≤γ      و براي گرافهـاي قطعـي *T=γ 
رهـاي  بـا اسـتفاده از نتـايجي از زنجي   Kulkarni  [3]. مـي باشـد  

 را در حـالتي كـه       γماركف با زمان پيوسته، تابع چگـالي احتمـال          
ieX          ها مستقل ازهم و به طور يكسان به صورت نمايي توزيـع شـده

 مساله را   Mamer [4] و   Jainسپس  .  اند را مورد بررسي قرار داد     
در حالتي كه    

ieX  ستقل ازهم ولي به صورتهاي مختلف  توزيع        ها  م
تعدادي از نويسندگان حـالتي را      . شده اند را مورد بررسي قرار دادند      

در نظر گرفته انـد كـه        
ieX            هـا مـستقل و بـه صـورت متغيرهـاي 

ولي نه الزاما به صـورت يكـسان        ( تصادفي گسسته مشخص شده اند    
 روشـي از  Jacobson  [5]و Alexopoulos).  توزيـع شـده انـد   

پارتيشن بندي را بـراي محاسـبه و بـه دسـت آوردن بانـدي  بـراي                 
 در گرافهايي با     γمقادير خاص توزيع    

ieX        هاي مـسقل و بـه طـور
گسسته توزيع شده ولي نه الزاما به طور يكسان توزيع شده را ارائـه              

ا نشان دادند كه محاسبه دقيق مقادير توزيع        همچنين اينه . كرده اند 
γمــساله اي ،HardNP  Shier [6] و Huston.  مــي باشــد−

 در حالتيكه γE)( و γباندهاي بالا وپايين مناسبي بر اي  
ieX  هـا

.  مـستقل گسـسته باشـند بـه دسـت آورده انـد             متغيرهاي تصادفي 
 براي حالتي كـه      [1]همچنين اين دو مولف در    

ieX      هـا مـستقل و 
 MSTهركدام  تعداد متناهي مقادير گسـسته دارنـد، رابطـه بـين              

هاي مختلف درحاليكه وزن يالها تغيير مي كند را مورد بررسي قرار            
  .داده اند

 كلاسيك سازي بهينه مسايل از يكي نيممشاي ميپو درخت مسالة
 مسير در موثر حلي راه عنوان به كه است ارتباطي هاي شبكه ر د

 آنكه به توجه با  .گيرد مي قرار استفاده مورد پخشي چند هاي يابي
 تصادفي، هائي مشخصه عموما ارتباطي هاي شبكه هاي مشخصه

 كاره ب اينبنابر هستند زمان با تغيرپذير و بيني پيش قابل غير
 هاي شبكه ارتباطي موضوعات در كمينه پوشايدرخت  گيري

 هاي شبكه تصادفي هاي مشخصه بر مبتني بايستي كامپيوتري
هنگامي كه در يك شبكة تصادفي وزن هر  . شود بررسي مذكور

يك از يالهاي گراف يك متغير تصادفي گسسته با مؤلفه هاي آماري 
ينه كار چندان آساني نمي نامعين باشد تعيين درخت پوشاي كم

در اين شرايط عامل يادگير بايستي در يك محيط غير قطعي . باشد
و نامعين طي يك فرايند يادگيري پويا و تكرار پذير نسبت به 
شناسايي مشخصه هاي آماري محيط و توزيع حاكم بر وزن يالهاي 
گراف اقدام نمايد و بر اساس توزيع و متوسط وزني يالها، درخت 

 .ي كمينه را شناسايي نمايدپوشا

اتوماتاي يادگير و اتوماتاي يادگير توزيـع شـده بـراي حـل مـسائل               
مختلفي به طور موفقيـت آميـز بـه كـار رفتـه اسـت، مـساله هـاي                   

 [8]، بين يك راس و ساير راسها        [7]كوتاهترين مسير بين دو راس      
جملـه ايـن     در يك گراف تـصادفي از      [9]و بين هر دو راس دلخواه       

  . استكاره
در اين مقاله يك الگوريتم مبتني بر اتوماهاتاي يـادگير بـه منظـور              
يافتن درخت پوشاي مينيمم در يك گراف تصادفي كـه در آن تـابع       
توزيع وزن يالهاي گراف تصادفي از قبل شناخته شده نمـي باشـد و              
. فقط نمونه هايي از توزيع وزنها در اختيار مي باشد ارائه شده اسـت             

پيشنهادي در هر تكرار اتوماتاي يادگير يالي از گراف را          در الگوريتم   
براي نمونه گيري نامزد مي كند و سپس بر اسـاس كمـي تجزيـه و                
تحليل آماري مشخص مي شود كه آيا از آن يال بايد نمونـه گرفتـه               

با انتخاب مناسب پارامترهاي اتوماتاهاي يادگيرالگوريتم      . شود  يا نه   
 پوشـاي مينـيمم را بـا احتمـالي          پيشنهادي قادر است كـه درخـت      

به منظور ارزيـابي الگـوريتم پيـشنهادي، تعـداد      .  پيدا كند  1نزديك  
نمونه هاي گرفته شده توسط الگوريتم پيـشنهادي بـا تعـداد نمونـه       
. هاي مورد نياز به روش نمونه گيري استاندارد مقايـسه شـده اسـت             

 توسـط  نتايج آزمايشي نشان داده كه تعداد نمونه هاي گرفتـه شـده   
الگوريتم پيشنهادي به مراتب كمتر از تعداد نمونه هاي گرفته شـده            

  .به روش نمونه گيري استاندارد مي باشد
 2در بخـش    . ادامة مقاله بـه صـورت زيـر سـازماندهي شـده اسـت             

اتوماتاي يادگير معرفي شده و الگوريتم يادگيري خطـي بـراي ايـن             
م پيـشنهادي بـراي      الگـوريت  3در بخش   . نوع اتوماتا بيان شده است    

يافتن درخت پوشاي مينيمم در گرافهاي تـصادفي ارائـه شـده و در              



 نتايج حاصل از آزمايشات ارائه گرديـده و بخـش آخـر نيـز               4بخش  
  . مقاله مي باشد نتيجه گيري

   اتوماتاي يادگير-2
اتوماتاي يادگير يك مدل انتزاعي است كه تعداد محدودي عمـل را            

عمل انتخاب شده توسط محيطي احتمـالي       هر  . مي تواند انجام دهد   
اتوماتـاي  . ارزيابي شده و پاسخي به اتوماتاي يادگير داده مـي شـود           

يادگير از اين پاسخ استفاده نموده وعمل خود را بـراي مرحلـه بعـد               
 ارتباط بين اتوماتـاي يـادگير و محـيط را           1شكل  . انتخاب مي كند  
  .نشان مي دهد

R a n d o m  E n v ir o n m e n t

L e a r n in g  A u to m a ta

α ( n )

β ( n )  
   ارتباط بين اتوماتاي يادگير و محيط: 1 شكل

},,{ محيط را مي توان توسط سـه تـايي         cE βα≡  نـشان داد 
},,...,{كــــــه در آن  21 rαααα  مجموعــــــه وروديهــــــا،   ≡

},...,,{ 21 mββββ ــا و ≡ ــه خروجيه },,...,{ مجموع 21 rcccc ≡ 
 مجموعـه دو    βهـر گـاه     . مجموعه احتمالهاي جريمـه مـي باشـد       

11در چنين محيطي .  مي باشد P عضوي باشد ، محيط از نوع =β  
02به عنوان جريمه و        =β             به عنوان پـاداش در نظـر گرفتـه مـي  

 مي تواند به طـور گسـسته يـك    Q،  )(nβدر محيط از نوع . شود
ــدار از  ــله  مق ــدود در فاص ــادير مح ــوع  [0,1]مق ــيط از ن  و  در مح

S،)(nβ      است  [0,1] متغير تصادفي در فاصله   .ic     احتمـال اينكـه 
  در محـيط ايـستا  .  داشته باشد مي باشد   نتيجه نامطلوبiαعمل 
  ير مي مانند ، حال آنكه در محـيط غيـر ايـستا    بدون تغيicمقادير

اتوماتاهـاي يادگيربـه دو   . اين مقادير در طي زمان تغيير مـي كننـد        
در . گروه با ساختار ثابت و با ساختار متغير تقسيم بندي  ميگردنـد             

ادامه به شرح مختصري درباره اتوماتاي يادگير با ساختار متغير كـه            
  . ده است مي پردازيمدر اين مقاله از آنها استفاده ش

 يك اتوماتاي يادگير با ساختار :اتوماتاي يادگير با ساختار متغير 
},,,{ تائي 4متغير توسط  Tpβα نشان داده مي شود كه در آن 

},,,{ 21 rαααα L≡  مجموعه عملهاي
},,,{اتوماتا، 21 mββββ L≡ مجموعه وروديهاي
},,,{اتوماتا، 21 rpppp L≡ بردار احتمال انتخاب هر يك از  

)1(]),(),()[(عملها، و  npnnTnp βα=+ الگوريتم يادگيري 
αدر اين نوع از اتوماتاها، اگر عمل . مي باشد i در مرحله  n ام 

انتخاب شود و پاسخ مطلوب از محيط دريافت نمايد، احتمال 

)(np i و براي . و ساير احتمالها كاهش مي يابند افزايش يافته
 كاهش يافته و ساير احتمالها افزايش npi)(پاسخ نامطلوب احتمال 

در هر حال، تغييرات به گونه اي صورت مي گيرد تا . مي يابند
 .ها همواره ثابت و مساوي يك باقي بماندnpi)(حاصل جمع 

براي نمونه از الگوريتمهاي يادگيري خطي الگوريتم زير يك 
  .باشد متغير مي با ساختار  يادگير اتوماتاي

   پاسخ مطلوب-الف
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 پارامتر جريمـه  b پارامتر پاداش و  aدر روابط فوق، پارامتر پاداش و        
  سه حالـت را مـي تـوان در نظـر      b و   aبا توجه به مقادير     . مي باشد 

L ا با هم برابر باشـند، الگـوريتم ر  b و aزمانيكه  .  گرفت RP
 مـي  2

LR خيلي كوچكتر باشد، الگوريتم را     a از   bزمانيكه    . ناميم Pε
 مـي   3

  . مي ناميمRIL4 مساوي صفر باشد، الگوريتم را bزمانيكه  . ناميم

  الگوريتم پيشنهادي-3
قبل از ارائه الگوريتم ابتدا قضيه آماري زير را كه يكي از اركان 

 گرفته شده [10]الگوريتم را تشكيل مي دهد بيان مي كنيم كه از 
  .است
 از  nمقدار ميـانگين يـك نمونـه تـصادفي بـه انـدازه              x اگر   :قضيه

  باشد آنگاه2δجامعه اي نرمال با واريانس معلوم 

αδµδ
αα −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<<− 1.. 22

n
zx

n
zxp.  

نقطه اي است كه 2αz متغير تصادفي نرمال استاندارد باشد، zاگر 
)به ازاي آن داريم  ) 22 αα =< zzp.  

ان از قضيه بالا بايد توجه نمود كه بنا به قضيه حد مركزي مي تو
براي نمونه هاي تصادفي از جامعه هاي غير نرمال نيز استفاده كرد 

؛ n≤30 تا باشد يعني 30مشروط بر آنكه تعداد نمونه ها حداقل 

                                                      
2 Linear Reward Penalty 
3 Linear Reward Epsilon Penalty 
4 Linear Reward Inaction 



 نيز مي توانيم مقدار انحراف معيار نمونه δدر اين حالت به جاي 
  .اي را قرار دهيم

 قرار 4 و2,58 ، 1,96 را به ترتيب برابر با 2αz رابطه بالا اگر در
 ، 0,9500دهيم آنگاه احتمال متناظر به ترتيب برابر خواهد بود با 

   .0,9999 و 0,9902
فرض كنيد كه تعدادي يال با وزنهاي تصادفي داريم كه از هر يال 

اي و واريانس نمونه  نمونه گرفته ايم و ميانگين نمونه 30حداقل 
حال اگر يالي بين اين يالها پيدا شود كه . اي را حساب كرده ايم

مقدار 
n

zx δ
α  آن كوچكتر مساوي مقدار +2.

n
zx δ
α .2− 

 مي توان گفت كه α−1بقيه يالها باشد آنگاه حداقل به احتمال 
چكتر مساوي مقدار مورد انتظار وزن مقدار مورد انتظار وزن آن كو

ود را شرح مي خبا اين ايده الگوريتم پيشنهادي . بقيه يالهاست
  .دهيم

ابتدا يك شبكه از اتوماتاهاي يادگير متناظر با گراف مساله ايجاد 
مي كنيم به اين صورت كه هر راس را به يك اتوماتاي يادگير مجهز 

اب يالهاي متصل به آن مي كنيم كه اقدامهاي آن متناظر با انتخ
  .راس است

  :ح زير استرمراحل الگوريتم پيشنهادي به ش
 نمونه مي گيريم و ميانگين 30از هر يال گراف تصادفي  .1 گام

 .نمونه اي و واريانس نمونه اي آن را حساب مي كنيم

، 1با استفاده از ميانگينهاي نمونه اي به دست آمده در گام  .2 گام
ت مي آوريم كه همان درخت پوشاي مينيمم اوليه را به دس

 .وشاي مينيمم فعلي ما مي باشدپدرخت 

يكي از اتوماتاهاي يادگير به تصادف فعال مي شود تا يكي از  .3 گام
يالهاي موجود در درخت پوشاي فعلي را براي نمونه گيري 

توجه كنيد . ( نشان مي دهيمEcكانديدا كند، اين يال را با 
خاب يالي از گراف اقدامهايي از اتوماتا كه متناظر با انتكه 

 غير  رااست كه در درخت پوشاي مينيمم فعلي وجود ندارد
 .) در نظر مي گيريمفعال

 از درخت پوشاي مينيمم فعلي حذف مي شود تا دو زير Ec .4 گام
كليه يالهايي كه مي توانند اين دو . درخت ايجاد شود

زيردرخت را به هم اتصال دهند را در مجموعه 
ConnectionSetمي ريزيم . 

 بيش از يك عضو داشته ConnectionSetگر مجموعه ا .5 گام
 مي رويم در غير اين صورت تنها عضو 6باشد به گام 

 است به درخت پوشاي مينيمم فعلي Ecمجموعه را كه 
 اضافه مي كنيم و بدون آن كه نمونه اي از اين يال بگيريم

 7به انتخاب اتوماتاي فعال شده پاداش مي دهيم و به گام 
 .مي رويم

  يالي را مي يابيم ConnectionSetن يالهاي مجموعه  بي .6 گام
كه داراي كمترين مقدار ميانگين نمونه اي باشد كه آن را با 

Eminنشان مي دهيم . 

 باشد به انتخاب اتوماتاي Ec همان Emin اگر :حالت اول
فعال شده پاداش مي دهيم و در صورتي كه يالي در 

قدار   موجود باشد كه مConnectionSetمجموعه 

n
zx δ
α  مقدار كوچكتر از آن −2.

n
zx δ
α  يال +2.

Ec باشد از يال Ec نمونه مي گيريم و مقدار ميانگين نمونه 
آنگاه به گام . اي و واريانس نمونه اي آن را به روز مي كنيم

  . مي رويم7
 باشد انتخاب Ec متفاوت از Emin اگر :حالت دوم

ده را جريمه مي كنيم و در صورتي كه اتوماتاي فعال ش
مقدار 

n
zx δ
α  مقدار  بزرگتر از Emin يال +2.

n
zx δ
α  نمونه مي گيريم و Ec باشد از يال Ec يال −2.

واريانس نمونه اي و ميانگين نمونه اي آن را به روز مي 
 را به درخت پوشاي مينيمم فعلي اضافه Eminكنيم، يال 

 . مي رويم7كنيم و به گام مي 

براي هر اتوماتاي يادگير موجود در شبكه مجموع احتمالات  .7 گام
اقدامهاي متناظر با انتخاب يالهاي موجود در درخت پوشاي 

سپس اين مجموعها را در . مينيمم فعلي حساب مي شود
ن را احتمال انتخاب درخت پوشاي آهم ضرب مي كنيم كه 
 احتمال از مقدار آستانه اي اگر اين. مينيمم فعلي مي ناميم

قبل تعيين شده اي  بيشتر باشد و يا تعداد تكرارها از عدد از
بيشتر باشد الگوريتم خاتمه مي يابد در غير اين صورت به 

  . مي رويم3گام 
، 1,96 را برابر با 2αzدر پياده سازيهايي كه ما انجام داديم مقدار 

ثر تعداد تكرارهاي ك و حدا0,95ا برابر با مقدار آستانه احتمال ر
 توجه داشته باشيد كه هر چه . در نظر گرفتيم50000الگوريتم را 

 را بزرگتر در نظر 2αzكوچكتر يا ) پارامتر پاداش اتوماتا (aمقدار 
بگيريم دقت همگرايي الگوريتم بالاتر مي رود ولي در عوض نياز  به 

  .شتري داريمنمونه گيري بي



  نتايج آزمايشي- 4
 .[11]ابتدا به قضيه زير توجه كنيد

nxxxفــرض كنيــد  :قــضيه ,...,,  دنبالــه اي از متغيــر هــاي 21
تــصادفي مــستقل بــا توزيــع يكــسان باشــند، بگونــه اي كــه        

µ=)( ixE2و)( σ=ixVar .        با فـرض آنكـه متوسـطµ  بـا 
 در بازة    δ−1اطمينان

δ
σ

±
n

x   آنگاه بازاء هـر    .  قرار داشته باشد

اي 0n، وجـود دارد     εمقدار دلخواه وبه قدر كـافي كوچـك بـراي           
0nnبگونه اي كه بازاء تمامي مقادير   :خواهيم داشت≤

δεµε −−≥∀∃∀ 1}|{|        00 fpnxpnnn  
براي بدست آوردن  تعداد نمونه گيري مورد نياز از هر يال گراف 

 تضمين كرد كه δ−1، طوري كه  بتوان با احتمال G تصادفي
انحراف ميانگين نمونه هاي اخذ شده از يال گراف از مقدار مورد 

 خطاي نمونه گيري خوانده ε( باشد ε ازانتظار وزن آن يال كمتر
اين روش را نمونه . مي توانيم از قضيه بالا استفاده كنيم) مي شود 

  .گيري استاندارد مي ناميم
 [7]گراف تصادفي كه براي آزمـايش در نظـر گرفتـه ايـم از منبـع                 

تـابع توزيـع احتمـال وزن        و   2اقتباس شده و نمـودار آن در شـكل          
 اين گراف از ايـن جهـت كـه          . آمده است   3يالهاي گراف در جدول     

وزن  يالهاي آن بسيار نزديك به هم      ) اميد رياضي (مقدار مورد انتظار  
 مينيمم را دشوار مـي كنـد        پوشايهستند كه كار شناسايي درخت      

  .انتخاب شده است

  
 Gگراف تصادفي : 2شكل 

ه گيري استاندارد حداقل تعداد نمونه هاي ابتدا به كمك روش نمون
مورد نياز از هريال، به گونه اي كه متوسط نمونه هاي اخذ شده  با 

),(در بازةδ−1)اطمينان(احتمال  ε+µε−µ ،قرار داشته باشد 
 اين در نياز مورد گبريهاي نمونه تعداد  سپس.تعيين مي گردد

 پيشنهادي الگوريتم توسط شده اخذ مونه هاين تعداد با روش
 هاي گيري نمونه تعداد كه داده مي شود نشان و گردد مي مقايسه

 تعداد از كمتر مراتب به الگوريتم پيشنهادي توسط گرفته انجام
 .باشد مي روش استاندارد به شده انجام گبريهاي نمونه

. ظر گرفتـه شـده اسـت      در ن ε=001.0 در تمامي آزمايشات مقدار   
تغيير داده شـده و بـراي هـر مقـدار           % 99تا  % 50بازة اطمينان بين    

 به ازاي هـر     .تعداد نمونه هاي مورد نياز از يالها تعيين گرديده است         
كدام از مقادير اطمينان مجموع كل نمونه هاي گرفته شده از گراف            

 ايـن .  اين اطلاعات را نشان مـي دهـد  1جدول  .  است محاسبه شده   
جدول تعداد نمونـه هـاي مـورد نيـاز از گـراف را در نمونـه گيـري                   

  .استاندارد نشان مي دهد
  متوسط تعداد كل نمونه ها در نمونه گيري استاندارد: 1 جدول

Total Number of SamplesConfidence Interval 
5105 50 
5065 55 
5398 60 
5304 65 
5747 70 
5522 75 
5595 80 
6050 85 
6844 90 
7062 92.5 
7632 95 
9181 97.5 
12797 99 

  
 در    كليه اتوماتا هـاي يـادگير موجـود        رايدر الگوريتم پيشنهادي ب   

 و از الگـوريتم  شبكه مقدار پارامتر پـاداش را برابـر در نظـر گـرفتيم           
IRLيادگيري   ي مقادير مختلـف پـاداش،      ا به از   .  استفاده كرديم   −
 بار اجرا كـرديم و تعـداد متوسـط كـل            100يشنهادي را   الگوريتم پ 

 ، تعداد   (AvgGraphSamples)نمونه هاي گرفته شده از گراف       
 كه الگوريتم به آن     يپوشايمتوسط نمونه هاي گرفته شده از درخت        

 و تعداد دفعات همگـرا شـده        (AvgTreeSamples)همگرا شده   
آورده  2 را در جـدول      (ConvRuns) مينـيمم    پوشـاي به درخـت    

م زماني خاتمه مـي يابـد كـه احتمـال انتخـاب درخـت               تالگوري. ايم
  .  برسد0,95 انتخاب شده در يك تكرار به بيش از پوشاي

و درصد همگرايي  متوسط تعداد نمونه هاي گرفته شده : 2جدول 
  در الگوريتم پيشنهادي

ConvRuns AvgTree 
Samples 

AvgGraph 
Samples 

Learning 
Parameter 

100 5869 12103 0.002 
99 4758 9961 0.003 
98 4019 8486 0.004 
97 3141 6664 0.006 
95 2384 5261 0.008 



90 2128 4693 0.01 
81 1312 3061 0.02 
72 847 2101 0.04 
66 692 1728 0.06 
64 620 1503 0.08 
58 557 1394 0.10 
50 415 997 0.20 
44 357 894 0.30 
43 324 831 0.40 

41 338 807 0.50 

  
 را در الگـوريتم پيـشنهادي   مـورد نيـاز      تعداد نمونـه هـاي     1نمودار  

  نمونـه گيـري      مـورد نيـاز در روش      تعـداد نمونـه هـاي        مقايسه بـا  
تعـداد   حاكي از آن است كـه        مقايسهاين  .  نشان مي دهد   استاندارد  

نمونه گيري هاي انجام گرفته توسط الگوريتم پيشنهادي به مراتـب           
ر از تعداد نمونه گبريهاي انجـام شـده بـه روش اسـتاندارد مـي           كمت
 . باشد

 
 Gتابع توزيع احتمال وزن يالهاي گراف  : 3جدول 

Probability  Length  Edge  
0.30  0.30  0.20  0.20  9.40  7.40  5.30  3.00  (1, 2)  
0.20  0.20  0.30  0.30  8.50  7.90   6.20  3.50  (1, 3)  
0.30  0.20  0.30  0.20  8.90  6.90  16.10  4.20  (1, 4)  
0.30  0.30  0.20  0.20  4.50  3.60  2.30  9.50  (2, 3)  
0.20  0.40  0.20  0.20  9.00  5.50  4.10  2.60  (2, 5)  
0.20  0.20  0.30  0.30  9.60  8.50  7.00  5.80  (2, 6)  
0.30  0.30  0.20  0.20  6.80  4.50  3.20  2.10  (3, 4)  
0.40  0.10  0.10  0.40  9.60  8.50  7.70  6.80  (3, 6)  
0.10  0.20  0.20  0.50  9.40  8.30  7.20  6.50  (3 ,7)  
0.20  0.10  0.30  0.40  9.90  8.60  7.80  5.90  (3, 8)  
0.20  0.20  0.20  0.40  9.40  8.80  8.00  7.00  (4, 8)  
0.10  0.40  0.30  0.20  4.30  3.50  2.20  1.10  (4, 9)  
0.30  0.30  0.20  0.20  5.80  3.90  1.50  0.60  (5, 6)  
0.30  0.30  0.20  0.20  8.20  6.70  4.80  3.200  (5, 7)  
0.20  0.40  0.20  0.20  9.10  8.40  7.80  6.30  (5, 10)  
0.20  0.20  0.40  0.20  7.50  6.60  4.80  2.10  (6, 7)  
0.20  0.30  0.30  0.20  6.00  5.20  2.80  1.60  (7, 8)  
0.20  0.30  0.30  0.20  7.70  5.00  4.00  3.50  (7, 9)  
0.40  0.20  0.20  0.20  9.30  8.200  3.40  1.60  (7, 10)  
0.30  0.40  0.20  0.10  7.80  6.50  4.90  1.70  (8, 9)  
0.30  0.20  0.10  0.40  8.90  7.600  6.40  4.60  (9, 10)  
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 مقايسه بين تعداد نمونه هاي گرفته شده توسط الگويتم  پيشنهادي و روش نمونه گيري استاندارد : 1نمودار 



 

  نتيجه گيري- 5

 مينـيمم در گرافهـاي      پوشـاي ه ابتـدا مـساله درخـت          در اين مقال  
تصادفي شرح داده شد و سپس يك الگـوريتم مبتنـي بـر اتوماتـاي               

 مينـيمم در يـك گـراف تـصادفي          پوشاييادگير براي يافتن درخت     
به منظور ارزيابي الگوريتم پيشنهادي،  تعداد نمونـه هـاي           . ارائه شد 

نـه هـاي موردنيـاز بـه        گرفته شده توسط اين الگوريتم  با تعداد نمو        
روش نمونه گيري استاندارد مقايسه گرديـد و نـشان داده شـد كـه               
تعداد نمونه هاي گرفته شده توسط الگوريتم پيشنهادي به مراتب از           
تعداد نمونه هاي گرفته شده به روش نمونه گيري اسـتاندارد كمتـر             

  .است
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