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Algorithm EM 
• Choose an 0ε >  (stopping criterion) 
• Let 

{ }
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( )( )

0     

1  ,1 1 

1   

ijk

i n k sp xi

j sp pa xi

θ θ=

≤ ≤ ≤ ≤ −

≤ ≤

 

• Set t=0 
• Repeat 

• E-Step: for each 1 i n≤ ≤  calculate the 
table of expected counts 

( )( ), |t I iE N X Pa X Dθ
  =   

 ( )( , | , )t
i i

d D

P X Pa X dθ
∈
∑  

• M-Step: use the expected counts as if 
they were actual counts to calculate a 
new maximum likelihood estimator for 

all ijkθ  
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ˆ
, |

, |

t

i
t

i i
ijk sp X

i i
h

E N X Pa X j D

E N X h Pa X j D

θ

θ

θ

=

 =
 =

 = =
 ∑

 

• Set  1 ˆtθ θ+ =  

• Until  1
2 2| log ( | )  log ( | ) |t tP D P Dθ θ ε+ − ≤  



25-01-1392 -1349 4

:��� ��'�� ��)	�2 +-�� �� �	:��  

c<��"Y
� � ���� ���� �� �<
���B ������� xV�  ���� �4� �%��� �� 
 =":, C�� �� �) &�� ��) >��
 �� .*+� ����",�� &�_�� U"1# �� >5

 �� ��) *+� �<6�� P�"Q]16] ,[17[  ��) �@"Ga
 �� ��<I�� *M��I

.���� �
�X
 C�� �� �4� \�a8�  

 ��]16[  ���� �� ���� ���� 2� �� �<
���B ������� �
��
 �41��"8
�1) g�6 �D�
�6 >��� �� .*+� ���� ���L &+��� ��"
 �� 4�4! 4 �"�4 

iZ  �� ��� 2� 2� ����X
 �@"Ga
 �) 4��� ���� ����

{ }1 2, , .., irZ Z Z… &
 ���<,� ��  C�� �� ��?@ .41)iPa  �@"Ga


 ��� C�4
��iZ����X
 �) *+�{ }1 2, , ., iq
i i iPa Pa Pa…………  ��

&
 l�;#�  �� &^�� P_�G<'� D�4! �� $,4
 2� P�"Q C�� �� .41)

CPT   �� n"��
iZ  ��( | )jK
ijk i i i iP Z Z Pa Paθ = = =  >�I8

&
 ����  �@"Ga
 �� ���� 2� *+� �4� g�6 C�� �� ��?@ .�"�

 &J06 �� �<
���Bθ ���� �� �@"Ga
 2� � ��"� �"!"
  ��)  4�4! �� 
 (&J�L �4� ���K<+�1{ , ., }ND y y= ………  �41��"8 4��� �"!"


 �<
���B 4�4! ��4X
θ  �� ������ o�+� �� &8�+���� �� 41�5�6 &^  �� 
*+�� ��4X
 �� &0��# ��"!"
 ���� &��G8  �JQ�6 � 4�4! �<
���B o�+� �� � 

*+� ���) y��;<+� �� ��� &J) �/��� � ���) g�6 D4
 �� >��
:  

( ) ( ) ( )arg max arg maxˆ ,DF L dθ θθ θ ϕ θ θ θ  = = −   
  

�
��� �� �41��"8�  ���) &6�0
 D4
�� C�� �JQ�6 ���� &�� ���0
 *+�
 �) �� h�� C�� �( )EM ϕ  h�� �� *+� �4�
�8EM  D"G0
���X
 � �

�0+"# h�� C�� �) *+� ���� >�I8  h�� �� ��EM �� .*+� ]16[  
 pJ<;
 ����X
 �) *+� �4� ���� >�I8ϕ *@�+ �� �a1
  pJ<;
 �� 

YG &
 &���  �<
���B .�"�ϕ D�<1) ���#� >���
 �411)  � *+� �<�~� ��
N� �  �� >5 ��4X
 �4L1 2���8 ���� �� D4
 ���~B�w� 4��� �# ����� ��  

4�4!  �<I��.4� 4 �", �  g"@ ��2���8 �KQ �� ��4X
 C�� �4L  �4��� �#
�<� 5 � �<
���B &
 �JQ�6 &J�L �� �<
���B �� �# .48���  

 ��]17[  �� �4� �%��� ��
�85 �41��"8]16[ ���+ ��  g�6 �� � ���) �#
C�� ���+ (���� �� �c���� �<��48 �"!"
�8 ���� �) �� ���� ��#  &8�+����

 C�� .*+� �4�+� � �<
���B &J�L ����X
 � ����� ���� o�+� �� � �<
���B
&
 $G@ � �<
���B ����X
 b �) �� b���6� �"�� �� >"8�L  �) &/���� .41)

�4
5 *+� �� 48�  P�"Q ����� *+�:  

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1

     | 1 , | 1 (1 )

(1 ) | 1 , | 0

j K
T

i T i T
ijk

T T j K
ijk ijk i T i T

T
ijk

P Pa y P Z y

P Pa y P Z y

otherwise

ϕ ϕ θ

θ ϕ θ

θ

−

−

−

= =+ −

= − = =







    

 >�G  �� b �) �� b���6� >���
 C��0# ����ϕ  =�", &,�� �� �
�<
���B ����X
 j��"#θ  c<��"Y
� &���YG  � ���K<+�j���# .*+� �4�  

��� ������ ��#�
�#5 2� �� ���K<+� �4������ � ���� 2� ��<
���B ���
���� �� ��� C�<�;8 ]18[ � �� �<
���B ������� ���� � ���� 2
�<+�  �%��� c<��"Y
� �� .*+� �<6�� ���L ���K<+� ��"
 ���+ �411) �41�

 ������ ��#�
�#5 2� ��4��  ��  ��411) �41� �X�^ o?) �� �d�1<
 ���
���� o�+� �� �� � �<
���B &8�+���� �� 41�5�6 &
 \�a8� ����� ��  4 �.  

3- >"�	�9�� :�
�CB=�4  

 �4� ���� ��H"# �) �8"Y8�G  �� 2� j��"# 2� ���� �  ����� ����
&
 D4
 �� &^��  ������ ��#�
�#5 �� ���K<+� �"71
 �� �F�#�# C�� �� .41)

 j��"# ������� ���� �4� j��"# ������ ��#�
�#5 �CPD  �  �� �d�1<

 j��"# �� *��M8 �� �) ��� F�#�# �� �8"� �� �� ������� &<���� ����

�� ���� .�"� �a1
 �784
����� ���) \�a8� �"V8 &+�  �78�� �� ��� �� 
4���Y�  

  T�� �3 �<
���B �� &
"8�� j��"# :θ  �<��� &
�G<'� j��"# 2�
:�"� &
 p��0# ��� $�� �� �) *+�  

( ) ( ) { } [ ]1
| 1       0,1   0,1

yyP y y andθ θ θ θ−= − = ∈  
p��0# C�� �� R��/
y  ��4X
 �����1   �� D�G<'�θ  ��4X
 �0   ��

 D�G<'�1 θ− .*+�  

�	�D�1 : \�4L� �� �� &6��:# ������ ��#�
�#5 2� 4�1) g�61a  �

2a  &6��:# (�V
 2� ������ ���L�� &6��:# (�V
 ��",��� . \�4L�  �� 
 �<
���B �� &
"8�� j��"# 2� �� �#�
�#5 C��θ &
 *�0�# ) .41)  \�4L� ���1a 

 D�G<'� �� 4��� �4� f�;<8�θ &
 h���B  ���K<+� ��"
 c<��"Y
� (����
 c<��"Y
� ������ ��#�
�#5 (+"#R PL −  >5 �� � *+�α β= �� .

&#�"Q   ��"� \�a8� &6�) ��40# �� b��
�5 �)( )1 1][E p p a θ= =  � 

( )2 2[ p] 1E p a θ= = −   

 :5�0X� \�4L� ����1a &
 P��w�  .*+� C�G  ���I
 &
�� ���� .c�1)

 g�6 �1GH&  *��w ��4X
 ������� �<
���B c�1)a  �) �A85 418�
 �) 4���

&G8 ���O# >�
� D"^ �� *+� �4� �%��� c<��"Y
� �� (41)  
 c<��"Y
� ������ ��#�
�#5 (+"#  ���K<+� ��"
 c<��"Y
�R-P  *+�

����1�C�  

( )t 1 1
1 11 t tp a p aI+ += − +       )9(  

 �/��� ��)9(  

1 1                   

0       (1 )
t with probability

I
with probability

θ
θ

+ 
=  −

    )10(  

1tI + �<
���B �� &
"8�� &6��:# 41�5�6 2� θ   C�� �� ��?@ .*+�
:c����  

 1
1[ ]tE p + =  

( ) ( )1
1 11 1t t ta E p aE I a E p aθ+     − + = − +     

  )11(  

 &<I���� �/��� ��)11( :c����  

( ) ( )( )t 1 0
1 1[ ] 1 1 1 a .    

t t
E p a E p θ+  = − + − −     

C�� �� �!"# ��  �)0 1a< < &
 >�I8 _�� �/���  �) 4 �

1
 

lim [ ]t

t
E p θ

→∞
=   

 :
"�� �784
 c<��"Y
� �� �) �A85 418�G  �� ������� �<
���B ��4X
 ���



25-01-1392 -1349 5

&G8 $Q�' (���� C�� �� ����O# ��8 c���Y� �78 �� ��"B ���4X
 *+�  �"�
:c���� �  

1 ) 0 )
1 1

1 1

[ ] (1 1 (1 .
t t

t k k

k k

E p a E p a θ+

= =

 
   = − + − −   

 
∏ ∏   

� .*+� D":' $��L �a�<8 C�G  E��4a
  

:
"#�� 
 !�� ��� ����� ���
�� �������� 

���� rc���) &6�0
 �� �4� j��"# ������ ��#�
�#5 $�L b;� ��  ��
&
 ��) �� �
��
 2� $' ���� ��Y�4�� ����G  �� �) � �#�
�#5��  �� .48��

�;�8 �b;� C��  ���� �0+"# �<6 &6�0
 �� �4� j��"# ������ ��#�
�#5 ��
&
 c�1) �)  ���� 2� �� �d�1<
 &^�� D�G<'� D��4! y��;<+� �� ���L

.*+� ����  �� �4� j��"# ������ ��#�
�#5 �0+"#]19[ .*+� �4� �%���  

T�� � 4:  �<6�� �0+"# �4� j��"# ������ ��#�
�#5 2�DLA  �+ ��
 &��#DLA=(V,E,S) &
 p��0# :>5 �� �) �"� 

p
�-G=(V,E) *M! .��� 2� ) ��� 4L�6 ���dag� (>5 �� � *+ 
 { | 1, 2  | |}iV LA i V= = … 

 �@"Ga
  o�+� �� � �#�
�#5 v�48� .*+� ������ �� �#�
�#5 �� ��
��� &���"
"B"# F�#�#  .��� �� G .*+� �4� F#�
  E � �@"Ga


D�� *M! ��  *+� ���. 

f-   { | 1, 2  | |}iS S i V= = …  �iS \�4L� ��40# $��L ��   \�a8�
 ��#�
�#5 (+"#iLA  P�"Q �� �� ��4X
 C�� .*+�( )i iS LA S=  ��8

&
 >�I8 �#�
�#5 �  �1GH .c� � iLA��40# ��g�  �) ���� \�4L� ����g 
$Q�' �� ����� \�4L� ��40# f�H ��� �� �d�1<
 �� �#�
�#5 ��  � ��  4
�

iV   .��� ��G :*X�X' �� .*+� 

( )              ( )j j i
j

g g i S j which V Parent V= = ∀ ∈∏  

 �� ��)�"��	�4 ����
�� ���� �
�CB=�4 ���� >"�	�9��

�
�
 A��? 	
 �D�� 
�0� :8��2 ��)  

 �!"# �� � 4���� �%��� �4� j��"# ������ ��#�
�#5 �� �) &
"MK
 �� �!"# ��
����� ��1&
 � "#���� ��<,�+ 2� >�  2� F
�L �� ������ �� �#�
�#5 �� ��

%��� �4� j��"# ������ ��#�
�#5k"# j��"# C�G;# �� ���L �) ��� � \
�� ���K<+� ���� &6��:# �� ��O<
 ��<
���B ������� ����  ���� �� 

&
 $G@ ��� $�� �� �c<��+ C�� �� ������ ��#�
�#5 �   .4��� :41) 

1- �# �#�
�#5 2�  4 �";8 D�06 41���8 D�06 >5 �� 4
�� ��J) ���8�
�
&8�
� .�"�  � 4 � \�a8� �� &
�4L� *+� ���L 4��� D�06 �#�
�#5 2� �)

.41) D�G@� (�V
 �� �� >5 

2-  �M85 (+"# \�4L� F�#�# �41��� D�06 �#�
�#5 C�41N >�
� 2� �� ���
��� &���"
"B"# F�#�# ��  .��� �� �M85 �d�1<
 �� G *+�. 

3-  h4
�� �� �#�
�#5 (+"# �4� \�a8� \�4L� U"8 o�+� �� �#�
�#5 2�
���� �� &�� &
 D�06 �� \�4L� ��   �� &
�4L� ���� >5 �� vZ+ .41)

&
 D�G@� (�V
 �� �� >5 � ���) f�;<8� .��:# ��  �� (�V
 .41)
 4�
"# ���",��� &<�"X# D�1Y�+ 2� �4� \�a8� \�4L� U"8 o�+�

&
 �
�#5 � 41) f�;<8� D�G<'� ����� �D�1Y�+ C�� o�+� �� �#
\�4L� &
 &8�+���� �� �� ���� >5 �� �", ��  .41) 

4-  �� ��!� 2�Run  �<6�� �0+"# �4� j��"# ������ ��#�
�#5 ����
F#�
 �@"Ga
 2� �� *+� P���@A  \�4L� �� r� �#�
�#5 &
�G# �� 

1 2 ( , , , )VA a a a= …� 2� ��Y�� P���@ �� . D�06 �� *+� ����� ��!
 �4� \�a8� \�4L� D�G@� � &���"
"B"# F�#�# �� � �#�
�#5 ��J) >4�

.(�V
 �� &<�"X# D�1Y�+ *6���� � (�V
 �� 

  
  

 �	�D�2 :  �� �<6�� �0+"# �4� j��"# ������ ��#�
�#5 2� 4�1) g�6
 ��#�
�#5 ��1LA   �2LA   >5 �� �) .41��� g��K


( )2 1paerents LA LA=  �( )1paerents LA = ∅ &6��:# (�V
 .
 ��#�
�#5 \�4L� ��1  �<
���B �� &
"8�� &����� j��"# o�+� ��1θ  \�4L� �� �

 ��#�
�#52 "8�� &����� j��"# o�+� �� �<
���B �� &
2θ  .4 � &
 h���B
 P�"Q C�� ��( )1 1 1[ p θ]E p a= =  �( )11 1,1 1 2E[p p] θ θa= =  

5�0X� ��1�� ��"
 �� :( )1 1p θa =  \�4L� f�;<8� ��1�� �� �!"# ��
 (+"#1LA �#5 ���+ \�4L� �� $X<�
 ����� �� ���I
 �*+� � �#�
1  $��L

 ��"
 �� �
� .*+� &+���2LA .  �#�
�#5 (+"# \�4L� ���� f�;<8� >"N
\�4L� �� 1LA &
 \�a8� ��4a
 �� ��+�V
 ����� &Y<��  .c� �  

 &���+ ����P��+�V
  ��� P_�G<'� D�4! \�4L� �  *�0H� �)
��#�
�#52LA&
 >�I8 �� >5 >4� �G��! �� h���B D�G<'� �  �� 4 � ��

:4���Y� �78  

 Algorithm LR-I-Based Update Bayesian Parameters 
1: Parameters Real α ∈ (0, 1), G= (V, E), S 

2: for 1 | |V←i   to  do 

3:      for 1 ( )←j   to g i  do 

4: ,  1 i j ip S←  

5:      end for 
6: end for 
7: loop 
8:      for 1 | |V←i   to  do 

9: compute g according to parents (i) actions  

10:  Draw randomly an action i in group g according 

to probabilities  1, ,, . . . , g K gp p  

11:   Receive either reward or penalty 
12:  if    reward       then 
13:     for 1←j   to K  do 

14:        if ≠j  i  then 

15:   ( ),  ,   1  j g j gp pα← −  

16:          else 

17:                 ( ), , ,   1   i g i g i gp p pα← + −  

18:          end if 
19:      end for 
20:              α  =update ( )α  

21:  else 
22:              Donothing    
23:           end if 
24:      end for 
25:  end loop 
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